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INTISARI

Nilai Eigen pada Matriks Antiadjacency dari Graf Identitas Grup Siklik atas

Bilangan Bulat Berordo Genap

Oleh

Atina Putri Sholihah

22106010032

Graf identitas adalah graf yang dibangun dengan menghubungkan setiap ele-
men dengan inversnya, sehingga struktur graf yang dihasilkan memiliki pola kete-
tanggaan yang simetris yang dapat direpresentasikan melalui matriks adjacency.
Matriks antiadjacency kemudian diperoleh sebagai komplemen terhadap matriks
adjacency tersebut. Pada penelitian ini dikaji pembentukan umum kedua matriks
tersebut dan menurunkan polinomial karakteristik dari matriks antiadjacency. Ana-
lisis dilanjutkan dengan menentukan nilai-nilai eigen sebagai solusi dari polinomial
karakteristik yang diperoleh. Hasil utama dicapai berupa rumus umum polinomial
karakteristik beserta nilai eigen yang terkait untuk graf identitas Z,, dengan n ge-
nap.

Kata kunci: Antiadjacency, Graf identitas, Grup Siklik, Nilai Eigen Polinomial
Karakteristik.
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ABSTRACT

Eigenvalues of the Antiadjacency Matrix of the Identity Graph of a Cyclic

Group over Even Integers

By

Atina Putri Sholihah

22106010032

An identity graph is a graph constructed by connecting each element with its
invers, so that the resulting graph structure has a symmetric adjacency pattern that
can be represented by an adjacency matrix. The antiadjacency matrix is the obtained
as the complement to the adjacency matrix. In this study, the general formation of
both matrices is studied and the characteristic polynomial of the antiadjacency ma-
trix is derived. The analysis continues by determining the eigenvalues as solutions
of obtained characteristic polynomial. The main result is a general formula for the
characteristic polynomial and its associated eigenvalues for the identity graph Z,,
with even n.

Keyword: Antiadjacency, Characteristic Polynomial, Cyclic Group, Eigenvalues,
Identity Graph.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan cabang dalam matematika diskrit yang berkembang
pesat dan diperkenalkan oleh Euler pada tahun 1736. Euler berhasil memecahkan
permasalahan jembatan di Kota Konigsberg menggunakan konsep graf (Daniel &
Taneo, 2019). Saat ini, teori graf telah menjadi alat analisis yang banyak digunakan
dalam pemodelan struktur diskrit dan jaringan. Teori graf dapat diaplikasikan dalam

berbagai ilmu pengetahuan seperti kimia, biologi, fisika, dan juga ilmu komputer.

Sejalan dengan perkembangan teori graf, lahirlah cabang kajian yang di-
kenal sebagai teori graf spektral, yaitu bidang yang mempelajari hubungan antara
struktur graf dengan nilai eigen dari matriks representasinya. Dalam aljabar line-
ar, nilai eigen adalah konsep yang menggambarkan sifat khas suatu transformasi
yang berkembang dari kajian gerak rotasi dan dikembangkan dalam studi matriks
dan berbagai aplikasi ilmiah (Anton & Kaul, 2019). Oleh karena itu, karakteris-
tik spektral dari matriks yang berkaitan dengan graf mampu memberikan informa-
st mengenai struktur graf, khususnya dalam menggambarkan keterhubungan, sifat
ekspansi, dan ketahanan struktur graf (Kumar et al., 2025). Secara aljabar, nilai
eigen suatu matriks berkaitan dengan polinomial karakteristik yang merepresenta-
sikan sifat spektral matriks yang bersesuaian. Pendekatan spektral ini menunjukkan
bahwa banyak fenomena graf yang bersifat kombinatorial dapat dijelaskan secara

lebih mendalam melalui analisis spektrum nilai eigen dari matriks representasinya



(Nica, 2018).

Dalam teori graf spektral, struktur graf direpresentasikan melalui beberapa
jenis matriks, di antaranya matriks adjacency dan matriks Laplacian. Selain kedua
matriks tersebut, variasi lain seperti matriks antiadjacency juga dapat digunakan
untuk memberikan perspektif berbeda mengenai struktur graf, terutama ketika sim-
pulnya tidak saling bertetangga, sehingga memberikan perspektif struktural yang
berbeda dalam analisis graf. Analisis spektral dilakukan dengan merepresentasikan
struktur graf ke dalam matriks antiadjacency, sehingga sifat aljabar graf tersebut

dapat dikaji melalui spektrum nilai eigen.

Salah satu perluasan dari pendekatan spektral tersebut adalah merepresen-
tasikan struktur aljabar, khususnya grup, dalam bentuk graf. Dalam penelitian ini
dipilih grup siklik karena merupakan struktur grup yang paling fundamental dan
memiliki pola elemen serta invers yang teratur, sehingga memungkinkan pemben-
tukan graf identitas dengan struktur yang simetris dan dapat dianalisis secara spek-
tral. Dalam kajian ini digunakan graf identitas, yaitu graf yang dibentuk berda-
sarkan hubungan elemen-elemen grup dengan elemen identitasnya. Graf identitas
dipilih karena struktur keterhubungannya secara khusus ditentukan oleh relasi ele-
men grup dengan elemen identitas, sehingga berbeda secara struktural dari graf pada
grup lainnya. Sebagai representasi awal dari struktur keterhubungan tersebut, ma-
triks adjacency digunakan untuk menggambarkan pola hubungan antar elemen pada
graf identitas grup siklik Z,,, yang memiliki bentuk umum tertentu akibat struktur
graf pada kasus n genap yang teratur. Representasi graf memungkinkan berba-
gai sifat aljabar seperti elemen yang invers terhadap dirinya sendiri, subgrup, dan
struktur internal lainnya untuk diamati langsung melalui pola keterhubungan pada

graf. Studi sebelumnya juga menampilkan banyak contoh grup yang direpresenta-



sikan sebagai graf untuk menunjukkan konsistensi pendekatan ini (Kandasamy &
Smarandache, 2009). Oleh karena itu, penelitian ini difokuskan pada graf identitas
dari grup siklik Z,, dengan n genap, karena struktur graf yang teratur pada kasus
ini memungkinkan analisis spektral yang lebih jelas melalui matriks antiadjacency.
Dalam penelitian ini, graf identitas direpresentasikan ke dalam matriks antiadjacen-
cy untuk dianalisis secara aljabar melalui spektrum nilai eigennya. Kondisi tersebut
berkaitan dengan adanya elemen dalam Z,, yang merupakan invers terhadap dirinya

sendiri, yang membentuk pola struktur graf yang khas.

Meskipun teori graf spektral telah banyak dipelajari melalui representasi ma-
triks seperti matriks adjacency dan Laplacian, penelitian terkait penggunaan ma-
triks antiadjacency sebagai pendekatan alternatif masih terbatas dalam literatur.
Beberapa penelitian terkini mulai menunjukkan bahwa matriks antiadjacency da-
pat memberikan perspektif berbeda dalam menganalisis struktur dan sifat spektral
suatu graf, khususnya dalam konteks ketidakberketetanggaan antar simpul. Kajian
spektral oleh (Wang et al., 2023) yang dilakukan pada matriks antiadjacency meng-

indikasikan adanya keterkaitan antara spektrum eigen dan sifat struktural graf.

Namun demikian, kajian spektral secara khusus membahas matriks antia-
djacency pada graf identitas yang dibangun atas grup siklik Z,, terutama pada kasus
n genap masih sangat terbatas. Secara khusus, belum tersedia formulasi ekspli-
sit untuk polinomial karakteristik dan nilai eigen pada konteks tersebut, sehingga
diperlukan kajian untuk memperoleh bentuk eksplisit polinomial karakteristik dari
matriks antiadjacency graf identitas pada grup siklik Z,, untuk n genap. Oleh ka-
rena itu, penelitian ini diarahkan untuk mengisi kekosongan tersebut dengan mem-
berikan bentuk eksplisit polinomial karakteristik dan nilai eigen dari matriks an-

tiadjacency graf identitas pada grup Z,,, sehingga dapat memperkaya kajian teori



graf spektral pada struktur aljabar. Selain itu, penelitian ini juga mengkaji penen-
tuan nilai-nilai eigen matriks antiadjacency yang diperoleh melalui penyelesaian

polinomial karakteristik tersebut.

1.2. Batasan Masalah

Adapun batasan masalah pada skripsi ini adalah pembahasan mengenai po-
linomial karakteristik dan nilai eigen dari matriks antiadjacency pada graf identitas.
Graf yang dikaji dibatasi pada graf identitas yang berasal dari grup siklik Z,, dengan
n genap. Analisis dilakukan terhadap struktur matriks adjacency dan matriks an-
tiadjacency yang dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks blok. Pembahasan
dibatasi pada konsep dasar grup siklik, graf identitas, serta teori matriks blok, seba-
gai dasar dalam memperoleh polinomial karakteristik dan nilai eigen dari matriks

antiadjacency.

1.3. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,

kemudian dirumuskan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana bentuk umum matriks adjacency dari graf identitas pada grup si-

klik Z,, untuk n genap?

2. Bagaimana bentuk umum matriks antiadjacency dari graf identitas pada grup

siklik Z,, untuk n genap?

3. Bagaimana polinomial karakteristik yang dihasilkan oleh matriks antiadja-

cency dari graf identitas grup siklik Z,, untuk n genap?

4. Bagaimana cara menentukan nilai-nilai eigen dari matriks antiadjacency ter-

sebut melalui penyelesaian polinomial karakteristiknya?



1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari bentuk umum matriks adjacency dari graf identitas dari grup

siklik Z,, untuk n genap.

2. Mempelajari bentuk umum matriks antiadjacency dari graf identitas grup si-

klik Z,, dengan n genap.

3. Menentukan polinomial karakteristik dari matriks antiadjacency graf identi-

tas grup siklik Z,, dengan n genap.

4. Menentukan nilai-nilai eigen dari matriks antiadjacency melalui penyelesaian

polinomial karakteristik yang diperoleh.

1.5. Manfaat Penelitian

Secara teoritis, penelitian ini diharapkan dapat memperkaya kajian teori graf
spektral, khususnya pada representasi graf identitas yang dibangun dari grup siklik
Z, untuk n genap. Hasil penelitian ini memberikan formulasi eksplisit polinomial
karakteristik dan nilai-nilai eigen dari matriks antiadjacency. Hasil ini memberik-
an kontribusi dalam pengembangan analisis spektral yang berbasis struktur aljabar
grup.

Secara praktis, hasil penelitian ini dapat digunakan sebagai referensi akade-
mik dalam penelitian lanjutan yang berkaitan dengan graf berbasis grup dan anali-
sis spektralnya. Selain itu, formulasi matriks dan pendekatan perhitungan spektrum
yang diperoleh dapat dimanfaatkan sebagai contoh konkret dalam pembelajaran teo-
ri graf spektral dan aljabar linear, serta sebagai acuan dalam pengembangan metode

analisis spektral pada graf dengan struktur khusus aljabar.



1.6. Tinjauan Pustaka

Sebagai acuan yang digunakan penulis untuk landasan teori dalam penulisan

skripsi ini bersumber dari buku, makalah, jurnal, dan skripsi.

1. Penelitian karya Ganesha Lapenangga Putra (2024) dengan judul Characte-
ristic Polynomial and Eigenvalues of Anti-adjacency Matrix for Graph
K,,(® K; and H,, () K; membahas tentang memperoleh bentuk umum po-
linomial karakteristik dan nilai eigen dari matriks antiadjacency graf hasil

operasi korona antara graf lengkap dan graf trivial.

2. Penelitian karya Wahri Irawan dan Kiki Ariyanti Sugeng (2022) dengan ju-
dul Characteristic Antiadjacency Matrix of Graph Join membahas ten-
tang memperoleh bentuk umum polinomial karakteristik dari matriks antia-

djacency pada operasi join suatu graf.

3. Penelitian karya D. Diwyacitta, A. P. Putra, K. A. Sugeng, dan S. Utama
(2017) dengan judul The Determinant of an Antiadjacency Matrix of a
Directed Cycle Graph with Chords membahas tentang perhitungan deter-
minan pada matriks antiadjacency untuk graf siklik berarah dengan tambahan

sisi (chord) menggunakan pendekatan aljabar linear.

4. Penelitian karya Juan Daniel, Kiki Ariyanti Sugeng, dan Nora Hariadi (2022)
dengan judul Eigenvalues of Antiadjacency Matrix of Cayley Graph of
Z.,, membahas tentang penentuan nilai eigen dari matriks antiadjacency untuk

graf Cayley yang dibangun atas grup siklik Z,, dan suatu himpunan S.

Berdasarkan beberapa penelitian yang telah dibahas sebelumnya, dapat dilihat bah-
wa kajian mengenai polinomial karakteristik, nilai eigen, serta struktur matriks rep-

resentasi pada berbagai jenis graf telah dikembangkan melalui beragam pendekatan.



Masing-masing penelitian memberikan kontribusi berbeda, baik dari sisi objek graf
yang dikaji maupun metode analisis yang digunakan. Untuk memberikan gambaran
yang lebih sistematis mengenai keterkaitan penelitian terdahulu dengan penelitian

ini, berikut disajikan tabel yang memuat persamaan dan perbedaan masing-masing

penelitian dengan fokus penelitian yang sedang dilakukan penulis.

Tabel 1.1 Tabel Persamaan dan Perbedaan Penelitian

Eigenvalues  of
Anti-adjacency

Matrix for Graph
and

K, O K

H,, O K1 (2024)

gen dari matriks

antiadjacency.

No Judul (Tahun) Penulis Persamaan Perbedaan
1 | Characteristic Ganesha Lape- | Polinomial karak- | Menggunakan graf
Polynomial and | nangga Putra teristik dan nilai ei- | identitas pada grup

siklik 7Z, dengan
kasus khusus pada

n genap.

Characteristic
Antiadjacency
Matrix of Graph

Join (2022)

Wabhri Irawan dan
Kiki Ariyanti Su-

geng

Polinomial karak-
teristik dari matriks

antiadjacency

Menggunakan graf
identitas pada grup
siklik atas bilangan

bulat genap.




The Determinant
of an Antiadja-
cency Matrix of
a Directed Cycle
Graph with Cho-

rds (2017)

D. Diwyacitta, A.
P. Putra, K. A.
Sugeng, dan S.

Utama

Menggunakan

pendekatan aljabar
linear dalam pem-
bahasan  matriks
antiadjacency dan
determinan dalam

mencari karakteris-

tik suatu graf.

Menentukan
polinomial ka-
rakteristik beserta
nilai eigen dari ma-
triks antiadjacency
pada graf identitas

atas grup siklik Z,,

berorde genap.

Eigenvalues  of
Antiadjacency

Matrix of Cayley
Graph  of 7y

(2022)

Juan Daniel, Kiki
Ariyanti Sugeng,

dan Nora Hariadi

Membahas  spek-
trum dari matriks

antiadjacency atas

grup siklik Z,,.

Graf yang digu-
nakan adalah graf
identitas dan secara
khusus membahas
grup siklik  Z,

untuk n genap.

1.7. Metode Penelitian

Pada penelitian ini penulis menggunakan metode studi literatur. Studi li-

langkah yang dilakukan dalam penulisan ini adalah:

1. Membahas konsep dasar dari matriks, grup, dan graf.

2. Membahas konsep dasar graf dari grup siklik Z,.

teratur diambil dari buku-buku referensi, jurnal-jurnal terkait topik penelitian yai-

tu; konsep dasar matriks adjacency, grup siklik Z,,, dan graf identitas. Langkah-

3. Membahas konsep dasar struktur blok dari matriks adjacency.

4. Membahas konsep dasar matriks antiadjacency.




5. Membahas polinomial karakteristik dan nilai eigen dari matriks antiadjacen-

cy dari grup siklik Z,,.

/ Grup siklik atas Z,, dengan n genap /

|

Graf Identitas

|

Matriks adjacency

!

Matriks antiadjacency

Polinomial Karakteristik

|

Menyelesaikan persamaan karakteristik

menggunakan rumus ABC

/ Nilai eigen /

¢

Gambar 1.1 Flowchart Metode Penelitian

Tahapan penelitian secara umum digambarkan pada 1.1. Salah satu langkah dalam
diagram tersebut adalah pembentukan graf identitas dari grup siklik. Penjelasan le-
bih mendalam mengenai langkah-langkah teknis dalam mengonstruksi graf tersebut

disajikan secara rinci melalui subflowchart berikut.
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/ Menentukan elemen grup siklik Z,, dengan n genap /

|

Menentukan pasangan elemen yang saling invers

|

Menentukan himpunan vertex

|

Menentukan himpunan edge

|

Membentuk graf identitas

Gambar 1.2 Subflowchart Pembentukan Graf identitas

Tahapan penentuan polinomial karakteristik ini dilakukan dengan analisis
induktif dengan mengamati pola determinan matriks pada berbagai ukuran n genap.

Proses tersebut digambarkan secara rinci pada subflowchart berikut.

Matriks adjacency dan antiadjacency

|

Membentuk matriks menjadi blok

v

Menghitung determinan matriks untuk beberapa nilai n genap

v

Mengidentifikasi pola koefisien pada polinomial karakteristik yang terbentuk

v

Merumuskan bentuk umum berdasarkan pola yang ditemukan

|

Memperoleh polinomial karakteristik

Gambar 1.3 Subflowchart Perhitungan Determinan



1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini

terbagi menjadi empat bab, yaitu sebagai berikut:

BAB 1

BAB 2

BAB 3

BAB 4

Bab ini membahas tentang latar belakang masalah, batasan
masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,
tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.
Bab ini membahas landasan teori yang meliputi konsep dasar ma-
triks, grup siklik Z,,, graf, serta pengantar mengenai matriks adja-
cency, matriks antiadjacency, dan teori spektral graf yang menja-
di dasar analisis penelitian.

Bab ini menjelaskan mengenai konstruksi graf identitas pada grup
siklik Z,, untuk n genap, membangun bentuk matriks antiadja-
cency yang sesuai, serta menurunkan polinomial karakteristik dan
menentukan nilai-nilai eigen dari matriks tersebut.

Bab ini berisikan tentang kesimpulan penelitian dan saran dari

penulis terhadap pengembangan penelitian.
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BAB IV

PENUTUP

Bab penutup ini akan diberikan kesimpulan dan saran-saran yang dapat di-

ambil berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

4.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil penulis setelah menyelesaikan pembuatan

skripsi ini adalah sebagai berikut:

1. Bentuk umum matriks adjacency untuk graf identitas pada grup siklik Z,
dengan n genap dapat dinyatakan dalam susunan blok yang mencerminkan
pola ketetanggaan antar elemen grup. Matriks ini tersusun secara simetris dan
memperlihatkan pembagian elemen Z,, ke dalam dua kelompok berdasarkan
relasi identitasnya, sehingga matriks adjacency dapat ditulis sebagai bentuk

blok:
B g
A(In) = ’
CA Og
dengan B adalah matriks adjacency untuk V; = {0,1,2,--- ,k — 1}, dan C

adalah matriks adjacency untuk Vo = {k, k + 1,k +2,--- ;n— 1}

2. Matriks antiadjacency yang diperoleh pun memiliki susunan blok yang tera-
tur. Matriks ini memberikan entri 1 pada pasangan verteks yang tidak berte-
tanggaan dalam graf identitas dan O pada pasangan yang bertetangga. Dengan

memanfaatkan partisi elemen grup siklik berorde genap, maka blok matriks
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antiadjacency dapat ditulis sebagai

Ju—B Jp—-C
D(In):

J21 - CT J22 - Ok

dengan J adalah matriks dengan semua elemen bernilai 1.

3. Berdasarkan pola matriks antiadjacency tersebut, polinomial karakteristiknya

dapat dihitung melalui determinan yang menghasilkan rumus umum:
Po(A) = (A =1D*OA+ 1202 - (n—2)A—1).

4. Nilai-nilai eigen selanjutnya diperoleh dengan menyelesaikan persamaan ka-
rakteristik tersebut. Hasil akhirnya adalah A = 1 (multiplisitas k), A = —1
(multiplisitas £ — 2), dan terdapat dua nilai eigen lain yang merupakan akar-

akar dari persamaan kuadrat
M —(n—-2)A-1=0,
untuk n = 2k dan dapat dinyatakan sebagai

Ar=(k—1)%/(k—1)2+1.

4.2. Saran

Saran yang akan penulis sampaikan untuk penelitian selanjutnya adalah se-

bagai berikut:

1. Penelitian ini hanya difokuskan pada graf identitas grup siklik bilangan bu-
lat. Pada penelitian selanjutnya dapat dikembangkan pada graf identitas pada

jenis grup lain yang lebih kompleks.

2. Penelitian selanjutnya dapat memperluas kajian terhadap sifat-sifat spektral
lainnya dari matriks antiadjacency, seperti distribusi spektrum, atau keterka-

itan dengan struktur kombinatorial graf.
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