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INTISARI

SPEKTRUM GRAF PANGKAT ATAS GRUP DIHEDRAL

Oleh

AHMAD IKHLASUL A’MAL

22106010025

Graf pangkat merupakan graf yang merepresentasikan relasi perpangkatan
antara elemen-elemen di dalam suatu grup dimana dua titik berbeda dihubungkan
oleh sisi jika salah satu elemen adalah pangkat dari elemen lainnya. Penelitian ini
berfokus pada penentuan spektrum graf pangkat atas grup dihedral D2n dengan ba-
tasan orde n = pk dan n = pq dengan p dan q merupakan bilangan prima berbeda
dan suatu k bilangan asli. Dalam perhitungannya, proses dimulai dengan meng-
onstruksi graf pangkat dari grup dihedral D2n berdasarkan relasi perpangkatan an-
tar elemennya. Setelah struktur graf dan derajat setiap verteknya diketahui, graf
pangkat direpresentasikan ke dalam bentuk matriks adjacency, matriks laplacian,
matriks signless laplacian dan bentuk ternormalisasi dari ketiga matriks represen-
tasi. Dari masing-masing matriks representasi, dikonstruksi persamaan polinomial
karakteristik untuk mencari nilai-nilai eigen beserta multiplisitas yang disebut spek-
trum graf. Dalam proses penyederhanaan matriks dan pencarian nilai-nilai eigen,
identifikasi terhadap order elemen dan subgrup pembangun menjadi sangat krusi-
al. Pada kasus n = pk, subgrup-subgrupnya membentuk suatu rantai (chain) yang
terurut, sehingga memungkinkan perhitungan derajat vertek dan penentuan nilai
eigen secara sistematis. Sebaliknya pada kasus n = pq, struktur subgrup mengala-
mi percabangan yang mengakibatkan kompleksitas tinggi pada perhitungan derajat
vertek. Oleh karena itu, penentuan spektrum untuk kasus n = pq dibatasi secara
khusus pada matriks adjacency. Hasil dari penelitian ini merumuskan polinomial
karakteristik beserta nilai eigen dari matriks representasi graf yang bersesuaian un-
tuk masing-masing kasus graf pangkat pada grup dihedral.

Kata kunci : Graf Pangkat, Grup Dihedral, Spektrum, Polinomial Karakteristik,
Matriks adjacency.
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ABSTRACT

SPEKTRUM GRAF PANGKAT ATAS GRUP DIHEDRAL

By

AHMAD IKHLASUL A’MAL

22106010025

The power graph is a graph that represents the power relation between ele-
ments within a group, where two distinct vertices are connected by an edge if one
element is a power of the other. This study focuses on determining the spectrum of
the power graph over the dihedral group D2n restricted to the orders n = pk and
n = pq, where p and q are distinct prime numbers and k is a natural number. In
the computation, the process begins by constructing the power graph of the dihedral
group D2n based on the power relations among its elements. Once the graph struc-
ture and the degree of each vertex are identified, the power graph is represented in
the form of an adjacency matrix, Laplacian matrix, signless Laplacian matrix, as
well as the normalized forms of these three representation matrices. From each rep-
resentation matrix, the characteristic polynomial equation is constructed to find the
eigenvalues along with their multiplicities, collectively referred to as the spectrum
of the graph. During the matrix simplification and the computation of eigenvalues,
identifying the element orders and generating subgroups becomes highly crucial. In
the case of n = pk, the subgroups form an ordered chain, allowing for the system-
atic calculation of vertex degrees and the determination of eigenvalues. Conversely,
in the case of n = pq, the subgroup structure exhibits branching, leading to high
complexity in calculating the vertex degrees. Consequently, the determination of
the spectrum for the n = pq case is specifically limited to the adjacency matrix.
The results of this research formulate the characteristic polynomials along with the
eigenvalues of the corresponding graph representation matrices for each case of the
power graph on the dihedral group.
Keyword : Power Graphs, Dihedral Groups, Spectrum, Characteristic Polynomials,
Adjacency Matrices.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika dan Al-Qur’an memiliki hubungan yang harmonis di mana ma-

tematika dipandang sebagai bahasa universal untuk membaca keteraturan alam se-

mesta yang diciptakan Allah SWT. Sebagai khalifah di bumi, manusia diperintahkan

untuk mempelajari tanda-tanda kebesaran-Nya, tidak hanya yang tersurat di dalam

Al-Qur’an, tetapi juga yang tersirat di alam semesta. Salah satu konsep mendasar

dalam kehidupan manusia dan alam semesta adalah konsep ”relasi” atau hubungan.

Dalam kehidupan sosial, tidak ada individu yang dapat berdiri sendiri tanpa

terhubung dengan individu lain. Allah SWT menegaskan pentingnya interaksi dan

hubungan antar sesama dalam Al-Qur’an Surah Al-Hujurat ayat 13:

Artinya: ”Wahai manusia, sesungguhnya Kami telah menciptakan kamu dari se-

orang laki-laki dan perempuan. Kemudian, Kami menjadikan kamu berbangsa-

bangsa dan bersuku-suku agar kamu saling mengenal. Sesungguhnya yang paling

mulia di antara kamu di sisi Allah adalah orang yang paling bertakwa. Sesungguh-

nya Allah Maha Mengetahui lagi Maha teliti.”

Pada Al-Qur’an Surah Al-Hujurat ayat 13 mengisyaratkan adanya interaksi,

komunikasi, dan relasi yang membentuk sebuah struktur sosial yang kompleks. Ji-

1
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ka manusia-manusia dipandang sebagai titik-titik (vertek) dan hubungan perkenalan

atau kekerabatan di antara mereka dipandang sebagai garis (edge), maka terbentu-

klah sebuah struktur. Abstraksi dari pola hubungan ini dalam matematika dipelajari

melalui Teori Graf.

Seiring perkembangannya, Teori Graf tidak hanya digunakan untuk memo-

delkan masalah nyata, tetapi juga menjadi alat bantu yang kuat untuk memvisuali-

sasikan struktur aljabar, khususnya dalam Teori Grup. Salah satu representasi graf

yang menarik perhatian untuk dibahas adalah Graf Pangkat. Graf pangkat dari suatu

grup G dinotasikan dengan ΓG didefinisikan sebagai graf yang himpunan titiknya

adalah elemen-elemen grup G, dan dua titik yang berbeda dihubungkan jika salah

satunya merupakan hasil perpangkatan dari yang lain.

Dalam penelitian ini, objek yang dikaji adalah graf pangkat dari grup di-

hedral D2n. Grup dihedral D2n yaitu grup yang merepresentasikan simetri dari

poligon beraturan segi-n. Grup ini dipilih karena sifatnya yang non-abelian (tidak

komutatif) dan memiliki struktur geometri yang kompleks, sehingga graf pangkat

yang dihasilkan memiliki struktur graf yang unik dibandingkan grup siklik.

Graf pangkat dari grup dihedral D2n dinotasikan ΓD2n merupakan graf ter-

hubung dengan himpunan titik yang terdiri dari elemen identitas, elemen rotasi,

dan elemen refleksi. Penentuan spektrum pada ΓD2n utamanya melibatkan matriks

adjacency, matriks laplacian, dan matriks signless laplacian. Matriks adjacency

A(ΓD2n) didefinisikan sebagai matriks yang entri-entrinya bernilai 1 jika dua ti-

tik bertetangga dan 0 jika dua titik tidak bertetangga. Selanjutnya matriks laplaci-

an L(ΓD2n) diperoleh dari selisih antara matriks derajat D(ΓD2n) dengan matriks

adjacency A(ΓD2n), sedangkan matriks signless laplacian SL(ΓD2n) diperoleh dari

penjumlahan matriks derajat D(ΓD2n) dan matriks adjacency A(ΓD2n).
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Secara lebih rinci, langkah-langkah pembahasan dalam skripsi ini akan di-

mulai dengan mengonstruksi matriks representasi dari graf pangkat grup dihedral

D2n dengan dua kasus nilai n, yaitu n = pk (dengan p bilangan prima dan k bilang-

an asli dan n = pq (dengan p dan q bilangan prima berbeda), yang meliputi matriks

adjacency, matriks laplacian, dan matriks signless laplacian. Setelah representa-

si matriks berhasil dibentuk, selanjutnya melakukan partisi matriks untuk mem-

permudah mencari determinan. Langkah krusial selanjutnya adalah merumuskan

polinomial karakteristik dari masing-masing matriks tersebut, yang pada akhirnya

digunakan untuk mencari akar-akar dari polinomial karakteristik sehingga spektrum

berupa nilai eigen dari matriks representasi graf pangkat dihedral D2n dapat diten-

tukan secara komprehensif.

1.2. Batasan Masalah

Adapun batasan masalah pada tugas akhir ini difokuskan pada penentuan

spektrum graf pangkat dari grup dihedral D2n dengan dua kasus nilai n, yaitu

n = pk (dengan p bilangan prima dan k bilangan asli dan n = pq (dengan p dan q bi-

langan prima berbeda). Sebagai langkah awal, dilakukan penelitian pada graf ΓD12

sebagai bentuk koreksi atas ketidakakuratan hasil pada penelitian Mir et al. (2025)

pada matriks adjacency graf pangkat dihedral D2n untuk kasus n = pq. Pemba-

hasan tersebut kemudian digunakan sebagai acuan untuk merumuskan polinomial

karakteristik dan nilai eigen graf pangkat dihedral untuk kasus n = pq. Lebih

lanjut, pencarian spektrum pada penelitian ini dibatasi hanya pada spektrum dari

matriks adjacency graf pangkat dihedral D2n untuk kasus n = pq. Penelitian ini

tidak membahas spektrum dari matriks laplacian, signless laplacian, maupun ben-

tuk ternormalisasi untuk kasus n = pq. Pembatasan ini dilakukan karena struktur

subgrup siklik pada grup rotasi untuk kasus n = pq tidak membentuk rantai, me-
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lainkan bercabang dan memunculkan blok-blok graf yang tidak saling terhubung.

Hal ini mengakibatkan tingginya kompleksitas dalam perumusan matriks diagonal

yang entrinya berupa derajat vertek dari graf pangkat D2n untuk n = pq, sehingga

penelitian ini difokuskan pada spektrum matriks adjacency.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,

kemudian dirumuskan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana konsep dasar graf pangkat?

2. Bagaimana spektrum graf pangkat dihedral D2n untuk n = pk?

3. Bagaimana spektrum graf pangkat dihedral D2n untuk n = pk yang ternor-

malisasi?

4. Bagaimana spektrum matriks adjacency graf pangkat dihedral D2n untuk n =

pq?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari tentang konsep dasar graf pangkat.

2. Mempelajari tentang spektrum graf pangkat dihedral D2n untuk n = pk.

3. Mempelajari tentang spektrum graf pangkat dihedral D2n untuk n = pk ter-

normalisasi.

4. Mempelajari tentang spektrum matriks adjacency graf pangkat dihedral D2n

untuk n = pq.
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1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Memberikan pemahaman tentang konsep dasar graf pangkat.

2. Memberikan pemahaman tentang spektrum graf pangkat dihedral D2n untuk

n = pk.

3. Memberikan pemahaman tentang spektrum graf pangkat dihedral D2n ternor-

malisasi.

4. Memberikan pemahaman tentang spektrum graf pangkat dihedral D2n untuk

n = pq.

1.6. Tinjauan Pustaka

Sebagai acuan yang digunakan penulis untuk landasan teori dalam penulisan

skripsi ini bersumber dari buku, makalah, jurnal, dan skripsi.

1. Artikel karya Romdhini et al. (2024) dengan judul ”Spectral Properties of

Power Graph of Dihedral Groups” membahas tentang sifat-sifat spektrum

pada graf pangkat dari grup dihedral, berfokus pada spektrum dari matriks-

matriks representasi.

2. Artikel karya Mir et al. (2025) dengan judul ”On the Spectral Analysis of

Power Graph of Dihedral Groups” membahas tentang spektrum pada graf

pangkat dari grup dihedral yang berfokus pada kasus n = pq dari matriks-

matriks representasi.
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3. Buku karya Malik et al. (2007) dengan judul ”Introduction to Abstract Alge-

bra” membahas tentang konsep-konsep dasar aljabar abstrak, termasuk teori

grup, subgrup, dan sifat-sifat struktur aljabar yang menjadi landasan teoritis

dalam kajian grup dihedral.

4. Buku karya Munandar, 2022b dengan judul ”Pengantar Matematika Diskrit

dan Teori Graf” membahas tentang definisi dasar graf, jenis-jenis graf, rep-

resentasi matriks dari graf, hingga penerapan teori graf itu sendiri.

5. Artikel karya Asmarani et al. (2021) dengan judul ”The Power Graph of a

Dihedral Group” membahas tentang definisi, struktur, dan sifat-sifat dasar

pembentukan graf pangkat pada grup dihedral D2n.

Dalam penelitian sebelumnya, Romdhini et al. (2024) telah merumuskan

polinomial karakteristik untuk matriks-matriks ini secara umum. Namun mengi-

ngat sifat keterhubungan antar elemen dalam graf pangkat sangat bergantung pa-

da faktorisasi prima dari orde grupnya, rumusan umum tersebut belum merincikan

perbedaan struktur graf yang terbentuk. Oleh karena itu, penelitian terbaru oleh

Mir et al. (2025) memberikan sanggahan dengan menunjukkan bahwa rumusan Ro-

mdhini et al. (2024) tidak berlaku secara umum untuk semua n > 3. Penelitian yang

dilakukan oleh Mir et al. (2025) memberikan contoh penyangkal (counter examples)

dengan mengambil kasus n = 6 yaitu pada grup dihedral D12. Berdasarkan perhi-

tungan secara langsung, spektrum nilai eigen dari matriks ketetanggaan, Laplacian,

dan signless Laplacian untuk graf pangkat grup D12 terbukti tidak sesuai dengan

akar-akar polinomial karakteristik yang dihasilkan dari penelitian Romdhini et al.

(2024).

Meskipun penelitian Mir et al. (2025) memberikan kontribusi penting mela-

lui contoh penyangkal (counter examples) untuk D12, penelitian Mir et al. (2025)
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masih memiliki keterbatasan. Berdasarkan penelusuran lebih lanjut, penelitian Mir

et al. (2025) belum sepenuhnya akurat, dibuktikan dengan adanya perbedaan hasil

perhitungan spektrum pada struktur graf yang dibahas. Oleh karena itu, peneliti-

an ini dilakukan sebagai bentuk koreksi dan pembaruan dari penelitian Mir et al.

(2025). Untuk memberikan gambaran yang lebih sistematis mengenai keterkait-

an penelitian terdahulu dengan penelitian ini, berikut disajikan tabel yang memuat

persamaan dan perbedaan masing-masing penelitian dengan fokus penelitian yang

sedang dilakukan penulis.

Tabel 1.1 Tabel Persamaan dan Perbedaan Penelitian

Judul (Ta-
hun)

Penulis Persamaan Perbedaan

Spectral Pro-
perties of Po-
wer Graph of
Dihedral Gro-
ups (2024)

Mamika Ujia-
nita Romdhini,
Athirah Nawawi,
Faisal Al-Sharqi,
Ashraf Al-Quran

Membahas perhi-
tungan polinomial
karakteristik untuk
matriks ketetang-
gaan (adjacency),
Laplacian, dan sig-
nless Laplacian dari
graf pangkat pada
grup dihedral.

Mengklaim bahwa for-
mulasi polinomial ka-
rakteristik dari matriks
representasi pada graf
pangkat atas grup dihe-
dral yang berlaku seca-
ra umum untuk semua
n ≥ 3.

On the Spe-
ctral Analysis
of Power Gra-
ph of Dihedral
Groups (2025)

Basit Auyoob
Mir, Fouzul Atik,
Priti Prasanna
Mondal

Membahas penen-
tuan polinomial
karakteristik dan
spektrum matriks
ketetanggaan (adja-
cency), Laplacian,
dan signless La-
placian dari graf
pangkat pada grup
dihedral.

Memberikan tinjauan
kritis dan sanggahan
(koreksi) terhadap hasil
penelitian Romdhini
et al. (2024) terkait pe-
nentuan spektrum dari
matriks representasi
pada graf pangkat atas
grup dihedral.
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1.7. Metode Penelitian

Penelitian ini penulis menggunakan metode studi literatur. Studi literatur

diambil dari buku-buku referensi, jurnal-jurnal terkait topik penelitian yaitu; konsep

dasar matriks, konsep dasar grup dihedral, konsep dasar graf pangkat, graf pangkat

atas grup dihedral, representasi grup pada graf, spektrum graf pangkat atas grup

dihedral, dan spektrum graf pangkat atas grup dihedral ternormalisasi. Langkah-

langkah yang dilakukan dalam penulisan ini adalah:

1. Membahas konsep dasar dari matriks, grup, dan graf.

2. Membahas konsep dasar dari grup dihedral dan graf pangkat.

3. Membahas konsep dasar dari graf pangkat atas grup dihedral.

4. Membahas konsep dasar dari polinomial karakteristik dan nilai eigen dari

matriks representasi graf.

5. Membahas konsep dasar dari spektrum matriks representasi graf.

Berikut skema yang dilakukan dalam penulisan ini adalah:
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Mulai

Matriks Grup Graf
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Grup Dihedral D2n Graf Pangkat

Polinomial Karakteristik
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Spektrum adjacency ΓD2n

Spektrum adjacency
Ternormalisasi

Spektrum
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D2pq

Spektrum
Laplacian

Spektrum
Signless

Laplacian

Spektrum
Laplacian

Ternormalisasi

Spektrum
Signless

Laplacian
Ternormalisasi
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1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini

terbagi menjadi lima bab, yaitu sebagai berikut.

BAB 1 : Bab ini membahas tentang latar belakang masalah, batasan

masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,

tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

BAB 2 : Bab ini membahas tentang dasar-dasar teori grup, khususnya grup

dihedral, dan teori graf dasar. Selain itu, bab ini juga memuat

konsep aljabar matriks yang mendasari spektrum graf, melipu-

ti pengenalan matriks adjacency, Laplacian, Signless Laplacian,

bentuk ternormalisasinya, serta polinomial karakteristik.

BAB 3 : Bab ini membahas tentang konsep dasar dari graf pangkat pada

grup dihedral D2n, spektrum graf pangkat dihedral D2n untuk n =

pk dan n = pq, dan spektrum graf pangkat dihedral D2n untuk

bentuk ternormalisasinya.

BAB 4 : Bab ini berisikan tentang kesimpulan penelitian dan saran dari

penulis terhadap pengembangan penelitian.



BAB IV

PENUTUP

Bab penutup ini akan diberikan kesimpulan dan saran-saran yang dapat di-

ambil berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

4.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil penulis setelah menyelesaikan pembuatan

skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Graf pangkat dari grup dihedral D2n direpresentasikan dengan menjadikan

elemen-elemen dari grup dihedral D2n sebagai himpunan verteks dan dua

vertek berbeda pada grup dihedral D2n terhubung jika dan hanya jika salah

satu vertek merupakan hasil perpangkatan dari vertek yang lain.

2. Spektrum graf pangkat grup dihedral D2n pada kasus n = pk dengan p adalah

bilangan prima dan k adalah bilangan asli, subgrup-subgrup yang dibangun

oleh elemen rotasi didalam grup dihedral D2n membentuk rantai (chain) yang

terurut sehingga mempermudah perhitungan derajat vertek secara sistematis.

Penelitian ini berhasil merumuskan polinomial karakteristik beserta spektrum

secara eksplisit untuk matriks representasi graf diantaranya matriks adjacen-

cy, matriks laplacian, dan matriks signless laplacian.

3. Terkait bentuk ternormalisasinya, penelitian ini juga menentukan rumusan

polinomial karakteristik sekaligus spektrum dari matriks representasi graf

pangkat grup dihedral D2n pada kasus n = pk. Perumusan ini mencakup

128
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matriks adjacency ternormalisasi, matriks laplacian ternormalisasi, dan ma-

triks signless laplacian ternormalisasi yang diperoleh dengan memanfaatkan

matriks derajat graf.

4. Dalam penentuan spektrum graf pangkat D2n untuk kasus n = pq, dengan

p dan q merupakan bilangan prima berbeda, struktur subgrup rotasinya ti-

dak lagi membentuk suatu rantai (chain), melainkan mengalami percabang-

an, yang mengakibatkan tingginya kompleksitas dalam perhitungan derajat

verteks. Oleh karena itu, penentuan spektrum hanya difokuskan pada matriks

adjacency. Perumusan umum polinomial karakteristik secara utuh dari ma-

triks adjacency graf pangkat D2n untuk n = pq sangat sulit disajikan dalam

satu persamaan, namun ditemukan pola struktural yang konsisten yaitu selalu

memiliki nilai eigen λ = 0 dengan multiplisitas sekurang-kurangnya n− 1.

4.2. Saran

Saran yang akan penulis sampaikan untuk penenelitian selanjutnya adalah

sebagai berikut:

1. Penelitian ini hanya dibatasi pada penentuan spektrum graf pangkat atas grup

dihedral D2n untuk kasus n = pq dan dibatasi hanya pada matriks adjacen-

cy. Oleh karena itu, disarankan bagi peneliti selanjutnya untuk mencoba me-

rumuskan polinomial karakteristik dan spektrum dari matriks laplacian dan

signless laplacian pada graf pangkat D2n untuk kasus n = pq.

2. Disarankan bagi peneliti selanjutnya untuk mengkaji dan merumuskan spek-

trum graf pangkat D2n ternormalisasi untuk n = pq yang meliputi matriks

adjacency ternormalisasi, matriks laplacian ternormalisasi, dan matriks sig-

nless laplacian ternormalisasi.
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