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MOTTO 

 

“Wahai orang-orang yang beriman! Apabila dikatakan kepadamu, “Berilah kelapangan di dalam majelis-

majelis,” maka lapangkanlah, niscaya Allah akan memberi kelapangan untukmu. Dan apabila dikatakan, 

“Berdirilah kamu,” maka berdirilah, niscaya Allah akan mengangkat (derajat) orang-orang yang beriman 

di antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu beberapa derajat. Dan Allah Mahateliti apa yang kamu 

kerjakan.” 

QS. Al-Mujadalah: 11 

 

“Aku (Allah) tergantung prasangka hambaku”  

Al-Hadits 

 

“I can If I thInk I can” 
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REPRESENTASI GRUP   ATAS LAPANGAN   DAN    MODUL 

Oleh : Siti Mahfudzoh (09610037) 

 

ABSTRAK 

Perkalian skalar pada ruang vektor dapat dipandang sebagai aksi suatu 

lapangan pada suatu grup abelian. Aksi suatu lapangan pada suatu grup abelian 

kemudian diperumum menjadi aksi suatu ring   pada suatu grup abelian dan 

disebut   modul. Skripsi ini akan membahas tentang reperesentasi suatu grup 

hingga   atas lapangan   dan    modul. Hal tersebut termotivasi dari aksi 

suatu grup hingga pada suatu himpunan. 

Jika diberikan sebarang grup hingga   dan grup matriks invertibel  

berukuran     dinotasikan       , maka dapat dibentuk suatu homomorfisma 

grup   dari   ke       . dengan kata lain setiap elemen dari   dapat dinyatakan 

sebagai suatu matriks di       . Homomorfisma grup   disebut representasi 

grup   atas lapangan  . 

Suatu matriks di        dapat menyatakan suatu endomorfisma dari suatu 

ruang vektor   atas   berdimensi  . Oleh karena itu, dapat didefinisikan suatu 

aksi grup   pada   yang selanjutnya memotivasi pendefinisian konsep 

   modul. 

 

Kata kunci: Grup hingga, homomorfisma grup, representasi grup, ruang vektor, 

endomorfisma,    modul. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang Masalah 

Sebagai ilmu pengetahuan, matematika berkembang dengan pesat dengan 

kajian yang sangat luas. Sebagaimana ilmu lain, matematika memiliki aspek 

teoritik dan aspek terapan atau praktik. Seperti yang telah penulis pelajari di 

perkuliahan ada beberapa bidang matematika yaitu: aljabar, statistik dan terapan. 

Pada bidang aljabar diataranya dipelajari pengantar struktur aljabar dan aljabar 

linear.  

Pengantar struktur aljabar mengkaji tentang suatu himpunan yang 

dilengkapi satu atau lebih operasi biner. Struktur aljabar diantaranya: grup, ring, 

lapangan dan modul. Aljabar linear diantaranya mengkaji sistem persamaan linear 

yang selanjutnya muncul matriks dari suatu sistem persamaan linear tersebut, 

vektor, ruang vektor,  dan transformasi linear. 

Grup merupakan suatu himpunan yang dilengkapi dengan satu operasi biner 

yang memenuhi aksioma-aksioma grup dan dinotasikan dengan 𝐺, grup yang 

memenuhi sifat komutatif disebut grup abelian. Ring merupakan suatu himpunan 

dengan dua operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma ring dan dinotasikan 

dengan 𝑅. Jika ring tersebut mempunyai elemen satuan, setiap elemen tak nolnya 

mempunyai invers dan bersifat komutatif maka disebut lapangan serta 

dinotasikan dengan 𝐹. 
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Pada pembahasan tentang grup terdapat pembahasan tentang aksi grup. 

Misal 𝐺 grup dan 𝑋 suatu himpunan tidak kosong, aksi 𝐺 pada 𝑋 adalah suatu 

fungsi 𝜑: 𝐺 × 𝑋 ⟶ 𝑋 yaitu (𝑔, 𝑥) ↦ 𝜑(𝑔, 𝑥) = 𝑔𝑥 serta memenuhi: 𝜑(𝑒, 𝑥) =

𝑒𝑥 = 𝑥 dan 𝜑(𝑔1𝑔2, 𝑥) = (𝑔1𝑔2)𝑥 = 𝑔1(𝑔2𝑥) untuk setiap 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 dan 𝑥 ∈

𝑋. Pada aljabar linear perkalian skalar pada ruang vektor dapat dipandang sebagai 

aksi suatu lapangan pada suatu grup abelian. Aksi suatu lapangan pada suatu grup 

abelian kemudian diperumum menjadi aksi suatu ring 𝑅 pada suatu grup abelian 

dan disebut 𝑅 −modul.  

Penulisan ini akan membahas tentang reperesentasi suatu grup berhingga 𝐺 

atas lapangan 𝐹 dan 𝐹𝐺 −modul. Hal tersebut termotivasi dari aksi suatu grup 

berhingga 𝐺 pada suatu himpunan 𝑋. Dari aksi 𝐺 pada 𝑋 kemudian untuk setiap 

𝑔 ∈ 𝐺 dapat didefinisikan fungsi-fungsi 𝑓𝑔: 𝑋 ⟶ 𝑋 yaitu 𝑥 ↦ 𝑓𝑔(𝑥) = 𝑔𝑥, 

selanjutnya dapat dibentuk homomorfisma injektif 𝜌: 𝐺 → 𝑆𝑦𝑚(𝑋) yaitu 

𝑔 ↦ 𝜌(𝑔) = 𝑓𝑔 dengan 𝑆𝑦𝑚(𝑋) adalah himpunan semua fungsi bijektif dari 𝑋 ke 

𝑋. Setelah diperoleh homomorfisma injektif 𝜌: 𝐺 → 𝑆𝑦𝑚(𝑋), selanjutnya untuk 

setiap 𝑓𝑔 ∈ 𝑆𝑦𝑚(𝑋) dapat dibentuk menjadi suatu matrik invertibel. Himpunan 

matrik invertibel berukuran  𝑛 × 𝑛 dengan entri-entrinya elemen dari 𝐹 

merupakan suatu grup terhadap operasi perkalian matriks dan dinotasikan dengan 

𝐺𝐿𝑛(𝐹). Secara sederhana diperoleh suatu homomorfisma grup dari 𝐺 ke 

𝐺𝐿𝑛(𝐹). 

Secara umum jika diberikan 𝐺 adalah grup berhingga dan 𝐺𝐿𝑛(𝐹) grup 

matriks invertibel berukuran 𝑛 × 𝑛 dengan entri-entrinya elemen dari 𝐹 maka 

dapat dibentuk homomorfisma 𝜌 dari 𝐺 ke 𝐺𝐿𝑛(𝐹), homomorfisma 𝜌 yang 



3 

 

 

 

 

kemudian disebut representasi grup 𝐺 atas lapangan 𝐹. Kemudian jika 𝑉 adalah 

ruang vektor atas lapangan 𝐹 maka 𝑉 dapat disebut 𝐹𝐺 −modul apabila perkalian 

𝑔𝑣 terdefinisi untuk setiap 𝑔 ∈ 𝐺 dan 𝑣 ∈ 𝑉 serta  memenuhi beberapa aksioma 

𝐹𝐺 −modul.  

Tulisan ini berisi kajian tentang representasi grup berhingga 𝐺 atas 

lapangan 𝐹 dan 𝐹𝐺 −modul dengan beberapa definisi dan teorema hubungan 

antara keduanya. 

 

1.2 Batasan Masalah 

Pembatasan masalah diperlukan dalam penelitian ilmiah agar obyek yang 

dikaji mudah dipahami. Representasi yang dibahas yaitu representasi grup 

berhingga 𝐺 atas lapangan 𝐹 dan 𝐹𝐺 −modul serta diambil sebagai contoh yaitu 

grup simetrik, kemudian dibahas teorema tentang hubungan antara representasi 

grup berhingga 𝐺 atas lapangan 𝐹 dengan 𝐹𝐺 −modul. 

 

1.3 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah di atas, permasalahan yang 

dapat dirumuskan adalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana konsep dasar dan definisi pada representasi grup berhingga 

𝐺 atas lapangan 𝐹? 

2. Bagaimana konsep dasar dan definisi pada 𝐹𝐺 −modul? 

3. Bagaimana teorema hubungan antara representasi grup berhingga 𝐺 

atas lapangan 𝐹 dengan 𝐹𝐺 −modul? 
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1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan penulisan ini adalah sebagai berikut: 

1. Menjelaskan bagaimana konsep dasar dan definisi pada representasi 

grup berhingga 𝐺 atas lapangan 𝐹. 

2. Menjelaskan bagaimana konsep dasar dan definisi pada 𝐹𝐺 −modul. 

3. Menjelaskan bagaimana teorema hubungan antara representasi grup 

berhingga 𝐺 atas lapangan 𝐹 dengan 𝐹𝐺 −modul. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat penulisan ini adalah sebagai berikut: 

1. Dapat menyatakan bahwa setiap elemen pada suatu grup merupakan 

suatu matriks invertibel khususnya matriks permutasi yang dapat 

diterapkan pada ilmu kimia dan fisika yaitu teori atom. 

2. Dapat menjadi referensi pada penelitian selanjutnya. 

 

1.6 Tinjauan Pustaka 

Representasi grup berhingga 𝐺 atas lapangan 𝐹 dan hubungannya dengan 

𝐹𝐺 −modul telah dikaji secara mendalam oleh Gordon James dan Martin Liebeck 

(2001). 𝐹𝐺 −modul yang telah didefinisikan oleh keduanya ternyata dapat 

dipandang sebagai suatu aksi grup yang telah dikaji oleh J.S. Milne (2011).  J.S. 

Milne (2011) memberikan definisi suatu aksi grup 𝐺 pada suatu himpunan 𝑋 dan  

akibat dari adanya aksi tersebut maka dapat didefinisikan fungsi-fungsi bijektif 

dari himpunan tersebut sehingga selanjutnya diperoleh suatu homomorfisma dari 
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grup 𝐺 ke himpunan semua fungsi bijektif yaitu 𝑆𝑦𝑚(𝑋). Fungsi-fungsi tersebut 

kemudian dapat diwakili oleh suatu matriks yang merupakan elemen dari grup 

matriks invertibel 𝐺𝐿𝑛(𝐹). Secara sederhana diperoleh homomorfisma dari 𝐺 ke 

𝐺𝐿𝑛(𝐹), selanjutnya jika ada aksi grup 𝐺 pada ruang vektor 𝑉 maka aksi tersebut 

merupakan 𝐹𝐺 −modul yang dikaji oleh Gordon James dan Martin Liebeck 

(2001).  

Pada tahun 2004 David S. Dummit dan Richard M. Foote menjelaskan 

tentang konsep ring 𝑅 dan kemudian muncul konsep lapangan 𝐹 yang merupakan 

kejadian khusus dari suatu ring. Selanjutnya Howard Anton dan Chris Rorres 

(2004) menjelaskan adanya suatu operasi dari elemen pada lapangan 𝐹  dengan 

elemen pada grup abelian 𝑉, operasi tersebut biasa disebut dengan perkalian 

skalar dan 𝑉 disebut ruang vektor. Selanjutnya  dari suatu ruang vektor muncul 

transformasi linear dan dari pendefinisian suatu trnasformasi linear tersebut dapat 

dicari suatu matriks refresentasinya. 

Selvi (2008) pada tesisnya membahas tentang representasi linear yang 

kemudian digeneralisasi menjadi representasi homomorfisma modul. Tesis 

tersebut memberikan inspirasi pada penulis bahwa representasi juga dapat 

dispesialisasikan menjadi representasi pada grup berhingga. Perbedaan antara 

tesis tersebut dengan penulisan ini adalah penulisan ini menspesialisasikan 

representasi menjadi representasi grup berhingga 𝐺 atas lapangan 𝐹 dan 

dilanjutkan pada 𝐹𝐺 −modul sedangkan tesis tersebut menggeneralisasikan 

representasi linear menjadi representasi homomorfisma modul. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan studi literature yang penulis lakukan mengenai representasi 

grup 𝐺 atas lapangan 𝐹 dan 𝐹𝐺 −modul, maka diambil kesimpulan sebagai 

berikut: 

1. Diberikan 𝐺 adalah grup hingga, 𝐹 adalah lapangan dan 𝐺𝐿𝑛(𝐹) adalah 

grup matriks invertibel berukuran 𝑛 × 𝑛 dengan entri-entrinya elemen 

dari lapangan 𝐹. Suatu representasi dari 𝐺 atas 𝐹 adalah suatu 

homomorfisma grup 𝜌 dari 𝐺 ke 𝐺𝐿𝑛(𝐹). Derajat dari 𝜌 didefinisikan 

sebagai bilangan bulat positif 𝑛. 

2. Representasi 𝜌 dan 𝜎 dari grup hingga 𝐺 dikatakan ekuivalen jika dan 

hanya jika ada matriks invertibel 𝑍 sehingga untuk setiap 𝑔 ∈ 𝐺, 

𝜎(𝑔) = 𝑍−1𝜌(𝑔)𝑍. 

3. 𝐹𝐺 −modul adalah suatu ruang vektor 𝑉 atas lapangan 𝐹 yang 

dilengkapi dengan perkalian 𝑔𝑣 untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉 dan 𝑔 ∈ 𝐺 dan 

memenuhi aksioma berikut: 

(i) 𝑔𝑣 ∈ 𝑉, 

(ii) (𝑔ℎ)𝑣 = 𝑔(ℎ𝑣), 

(iii) 𝑒𝑣 = 𝑣, 

(iv) 𝑔(𝜆𝑣) = 𝜆(𝑔𝑣), 

(v) 𝑔(𝑢 + 𝑣) = 𝑔𝑢 + 𝑔𝑣, untuk setiap 𝑢, 𝑣𝜖𝑉, 𝜆 ∈ 𝐹, dan 𝑔, ℎ ∈ 𝐺. 
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4. Terdapat hubungan antara representasi grup 𝐺 atas lapangan 𝐹 dengan 

𝐹𝐺 −modul yaitu: 

(i) Jika 𝜌:𝐺 → 𝐺𝐿𝑛(𝐹) representasi grup 𝐺 atas lapangan 𝐹 maka 

𝐹𝑛 merupakan 𝐹𝐺 −modul jika didefinisikan perkalian 𝑔𝑣 

dengan 𝑔𝑣 = 𝜌(𝑔)𝑣 untuk setiap 𝑔 ∈ 𝐺 dan 𝑣 ∈ 𝑉. 

(ii) Jika   𝑉 merupakan 𝐹𝐺 −modul dengan 𝔅 basis dari 𝑉 maka 

fungsi yang didefinisikan oleh 𝑔 ↦ [𝑇𝑔]𝔅
 adalah representasi 

grup 𝐺 atas lapangan 𝐹. 

 

5.2 Saran-saran 

Berdasarkan pada studi literature yang telah penulis lakukan, maka dapat 

disampaikan saran sebagai berikut: 

1. Penelitian ini merepresentasi grup-grup berhingga dengan contoh yang 

sederhana sebagai dasar untuk memahami teori representasi, diharapkan 

ada penilitian lebih lanjut mengenai reperesentasi grup berhingga 

dengan contoh-contoh yang lebih detail dan luas. 

2. Penelitian ini sampai pada pembahasan dasar mengenai 𝐹𝐺 −modul dan 

keterkaitannya dengan representasi grup, selanjutnya diharapkan ada 

penelitian yang membahas tentang 𝐹𝐺 −submodul serta 

𝐹𝐺 −homomorfisma. 

3. Penelitian ini membahas 𝐹𝐺 −modul yang merupakan suatu ruang 

vektor yang dilengkapi dengan perkalian 𝑔𝑣 dengan 𝑔 elemen suatu 

grup, jadi 𝐹𝐺 tidak dianggap sebagai suatu ring (tepatnya grup ring) 
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namun penamaan dalam suatu definisi. Maka, selanjutnya 

dimungkinkan dilakukan penelitian mengenai 𝐹𝐺 −modul dengan 

menganggap 𝐹𝐺 suatu grup ring. 

Semoga tugas akhir ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk 

mengembangkan lebih lanjut tentang konsep representasi grup 𝐺 atas lapangan 𝐹 

dan 𝐹𝐺 −modul khususnya dan konsep struktur aljabar dan aljabar linear pada 

umumnya. 
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