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INTISARI

POLA STRUKTUR DARI GRAF PANGKAT ATAS GRUP SIMETRI DAN

ALTERNATING

Oleh

Jeisinta Hana Hanifah

22106010054

Studi graf pangkat atas grup simetri dan grup alternating dengan tidak melibatkan
identitas grup sebagai verteks telah berhasil dikaji. Akan tetapi, penelitian spesifik
yang menyertakan identitas masih sangat terbatas ditemukan dalam literatur. Ke-
mudian, penelitian ini bertujuan untuk menganalisis struktur serta konektivitas dari
graf pangkat atas grup simetri dan grup alternating dengan melibatkan identitas.
Penelitian dimulai dengan metode studi literatur digunakan untuk mengintegrasik-
an antara konsep teori grup, teori graf, dan teori bilangan yang kemudian diperoleh
langkah konstruksi P(S,,) terstruktur sehinngga didapat pola strukturnya. Hasil pe-
nelitian menunjukkan bahwa subgraf lengkap ;. diperoleh dari subgrup siklik yang
dibangun oleh k-cycle untuk setiap k"< n dengan'k ="p™ dan n bukan pangkat pri-
ma sertasuntuk setiap k/< n'dengan k£ = p™ dan n pangkat prima pada P(S,),
sedangkan subgraf lengkap £, diperoleh dari-subgrup siklik-yang'dibangun oleh
k-cycle untuk setiap k& < n dengan/k = p™ ganjil dan i genap serta untuk setiap
k < ndengan k = p™ ganjil dan n pangkat prima pada P(A,,). Lebih lanjut, P(S,,)
terhubung untuk » > 3 dengan diam(P(.S,,)) = 2 untuk n > 3 danrad(P(S,)) =1
untuk n > 2, sedangkan P(A,,) terhubung untuk n > 3 dengan diam(P(A4,)) = 2
untuk n > 4 dan rad(P(A4,)) = 1 untuk n > 3. Kedua graf tersebut bukan meru-
pakan graf Euler untuk n > 4 serta bukan graf Hamilton untuk n > 5 serta n = p.
Selain itu, cliqgue number dianalisis untuk 1 < n < 20.

Kata kunci : clique number, graf pangkat, grup alternating, grup simetri, konekti-
vitas.
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ABSTRACT

STRUCTURAL PATTERNS OF POWER GRAPHS OF SYMMETRIC AND

ALTERNATING GROUPS

By

Jeisinta Hana Hanifah

22106010054

Studies on the power graphs of symmetric and alternating groups that exclude the
group identity as.a vertex have been widely investigated. However, specific re-
search that includes the identity element remains heavily limited in the literature.
This study aims to analyze the structure and connectivity of the power graphs of
symmetric and alternating groups by incorporating the identity element. The re-
search begins with a literature review to integrate the concepts of group theory,
graph theory, and number theory, from which a structured construction method for
P(S,) is established to determine its structural patterns. The results demonstrate
that the complete subgraph [ is obtained from the cyclic subgroup generated by
a k-cycle for every k"< n'with'k'="p"™ where'n is not a prime power, as well as
for every,k < n with'k = p"wheren is a prime power in P(S,,). Meanwhile, in
P(A,), the complete subgraph K, is obtained from the cyclie subgroup generated
by a k-cycle for'every k< n with an odd k£ = p™ and an even n, as well as for
every k < n with an'odd k¥ = p™ where n is a prime power. Furthermore, P(.S,,)
is connected for n > 3 with diam(P(S,)) = 2 for n > 3 and rad(P(S,)) = 1 for
n > 2, whereas P(A,) is connected for n > 3 with diam(P(A,,)) = 2 forn > 4
and rad(P(A,)) = 1 for n > 3. Both graphs are non-Eulerian for n > 4 and non-
Hamiltonian for n > 5 and n = p. Additionally, the clique number is analyzed for
1 <n <20.

Keywords: alternating group, clique number, connectivity, power graph, symmetric
group.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Teori graf berawal dari permasalahan sederhana yang pada mulanya dipan-
dang sebagai teka-teki. Seiring perkembangannya, permasalahan tersebut justru
memotivasi lahirnya cabang matematika baru yang kaya akan teoretis. Tonggak
awal teori graf adalah karya Leonhard Euler pada tahun 1736 yang memecahk-
an masalah tujuh jembatan di Konigsberg. Dalam permasalahan tersebut, empat
daratan direpresentasikan sebagai verteks dan tujuh jembatan direpresentasikan se-
bagai edge. Melalui karyanya, Euler juga memperkenalkan pendekatan umum de-

ngan tipe serupa yang menjadi dasar perkembangan teori graf selanjutnya (Biggs
et al|[T986).

Di sisi lain, teori grup merupakan salah satu cabang terpenting dalam aljabar
abstrak yang mempelajari struktur aljabarbenupasgrup. Berdasarkan kajian historis
yang disampaikan oleh perkembangan teori grup berakar dari em-
pat sumber utama, yaitu aljabar klasik, teori bilangan, geometri, dan analisis. Pada
aljabar klasik, teori grup muncul melalui kajian grup permutasi yang berkaitan de-
ngan penyelesaian persamaan aljabar. Karya Lagrange pada tahun 1770 menjadi
titik awal penting yang kemudian dikembangkan lebih lanjut oleh Ruffini, Abel,
dan mencapai kemajuan konseptual fundamental melalui Galois. Kontribusi pen-
ting lainnya datang dari Cauchy yang memperkenalkan teori grup permutasi seba-

gai subjek mandiri serta mengembangkan terminologi, notasi dasar, dan hasil-hasil



teori permutasi. Selanjutnya, Jordan memperluas kajian ini dengan memperkenalk-
an konsep-konsep penting seperti isomorfisme dan homomorfisme. Di samping itu,
grup abelian berkembang melalui kajian teori bilangan yang bersama dengan teori
grup permutasi membentuk dasar bagi teori grup hingga. Sementara itu, grup tran-
sformasi dan grup tak hingga berkembang sebagai spesialisasi teori yang bersumber
dari geometri dan analisis. Pada akhirnya, teori grup abstrak berkembang ke dalam
beberapa cabang utama, antara lain teori grup hingga, teori grup kombinatorik, teori

grup abelian tak hingga, dan teori grup topologi.

Seiring dengan perkembangan teori graf dan teori grup, studi tentang rep-
resentasi graf pada struktur aljabar, khususnya semigrup atau grup, menjadi topik
menarik pada beberapa dekade terakhir. Salah satu objek kajian yang berkembang

dari penelitian tersebut adalah graf pangkat. Graf pangkat berarah diperkenalkan

oleh [Kelarev & Quinnl[2000. Sementara itu, graf pangkat atas semigrup pertama

kali diperkenalkan oleh [Kelarev et al.,2001| dan pada tahun berikutnya
2002] juga melakukan penelitian. Penelitian tentang graf pangkat pada graf

berarah memotivasi (Chakrabarty et al., 2009 untuk meneliti graf pangkat tak bera-

rah atas semigrup. Selanjutnya, graf pangkat tak berarah,menjadi fokus utama pada

penelitianilain di antaranya|[Abawajy et al.,2013] (Cameron/2010, [Cameron & Gho-|

2011], [Curtin & Pourgholi,[2014, McKemmiel[2014], dan Ma et al.|2019| (Kumar|
2021)).

Secara khusus, |Pourghobadi & Jafari, 2018 mengkaji graf pangkat atas grup

simetri dengan menghilangkan elemen identitas atau yang dikenal sebagai proper
power graph. Kajian tersebut mencakup batas diameter dan beberapa path terpen-
dek. Selanjutnya, penelitian terbaru yang menjadi rujukan utama dalam penulisan

ini adalah kajian graf pangkat atas grup simetri S, untuk 3 < n < 6dann € N



tanpa menghilangkan elemen identitas yang dibahas oleh Maris et al.l[2025| Kaji-

an tersebut mencakup pembahasan mengenai struktur graf, subgraf lengkap yang

terbentuk dari subgrup siklik dengan orde pangkat prima, dan sifat keterhubungan.

Penelitian ini melanjutkan kajian Maris et al.,2025| dengan menentukan su-

bgraf lengkap yang terbentuk dari subgrup siklik berorde pangkat prima pada graf
pangkat atas grup simetri .S,, dan grup alternating A,, untuk n € N. Selain itu,
penelitian ini juga mengkaji karakteristik konektivitas graf yang meliputi diameter,
radius, serta sifat graf Euler untuk n > 4 dan graf Hamilton untuk n = p. Selanjut-
nya, ditentukan pula cligue number pada graf pangkat atas grup simetri .S,, dan graf

pangkat atas grup alternating A,, untuk 1 <n < 20 dengann € N.

1.2. Batasan Masalah

Penelitian ini difokuskan pada analisis struktur graf pangkat atas grup si-
metri .S, dan graf pangkat atas grup alternating A,,. Ruang lingkup pembahasan
mencakup konsep dasar dan pola struktur umum serta karakteristik subgraf lengkap
dari subgrup siklik yang dibangun oleh elemen k-cycle berorde k£ = p™. Analisis si-
fat terhubung, diameter, radius, graf Eulerj dangraf i Hamilton untuk £ = p. Adapun
penentuan clique number pada graf pangkat atas grup simetri S, dan graf pangkat

atas grup alternating A4, dibatasi oleh 1 <'n < 20:dengan n€ N.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan sebe-

lumnya, rumusan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana pola struktur graf yang terbentuk pada graf pangkat atas grup si-

metri S,,?



2. Bagaimana analisis konektivitas dari graf pangkat atas grup simetri S,,?

3. Bagaimana pola struktur graf yang terbentuk pada graf pangkat atas grup al-

ternating A,,?

4. Bagaimana analisis konektivitas dari graf pangkat atas grup alternating A,,?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Menentukan pola struktur graf pangkat yang terbentuk pada graf pangkat atas

grup simetri .5,,.

2. Menganalisis konektivitas dari graf pangkat atas grup simetri S,,.

3. Menentukan pola struktur graf pangkat yang terbentuk pada graf pangkat atas

grup alternating A,,.

4. Menganalisis konektivitas dari graf pangkat atas grup alternating A,,.

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Menambah pengetahuan mengenai pola struktur graf yang terbentuk pada

graf pangkat atas grup simetri S,,.

2. Menambah pemahaman mengenai konektivitas graf pangkat atas grup simetri

Sh.-

3. Menambah pengetahuan mengenai pola struktur graf yang terbentuk pada

graf pangkat atas grup alternating A,,.



4. Menambah pemahaman mengenai konektivitas graf pangkat atas grup alter-

nating A,.

1.6. Tinjauan Pustaka

Sebagai landasan teori dalam penulisan skripsi ini, Penulis menggunakan
beberapa sumber pustaka yang berasal dari buku dan artikel ilmiah yang berkaitan

dengan teori graf, teori grup, serta kajian mengenai graf pangkat.

1. [Munandar2022|dalam bukunya yang berjudul Pengantar Matematika Diskrit

dan Teori Graf membahas konsep-konsep dasar matematika diskrit dan teori
graf seperti definisi graf, keterhubungan, serta graf Euler dan graf Hamilton.
Buku ini digunakan sebagai rujukan dalam memahami konsep dasar teori graf

yang digunakan dalam penelitian ini.

2. dalam buku Abstract Algebra: An Introductory Course membahas
konsep dasar aljabar abstrak, khususnya teori grup, meliputi definisi grup,
definisi subgrup, serta pembahasan mengenai grup permutasi. Buku ini digu-
nakan sebagai rujukan dalam memahami struktur grup-yang berkaitan dengan

grup simetri dan grup alternating.

3. 2011|'dalam buku' Elementary Number Theory .and Its Applications
membahas konsep-konsep dasar teori bilangan seperti prima, faktor perseku-
tuan, dan fungsi phi Euler. Konsep-konsep tersebut digunakan sebagai refe-

rensi pendukung dalam memahami adjacancy setiap elemen grup permutasi.

4. Pourghobadi & Jafari,2018|dalam artikelnya berjudul The Diameter of Power

Graphs of Symmetric Groups membahas mengenai bebearapa path terpendek

dan batas diameter.



5. Maris et al.,2025|dalam artikelnya yang berjudul The Structural Properties of

Power Graph of Symmetric Groups membahas sifat-sifat struktural dari graf

pangkat atas grup simetri S,, untuk 3 < n < 6 dan n € N, khususnya meng-

enai subgraf lengkap dan keterhubungan graf. Artikel ini menjadi referensi

dalam memahami struktur graf pangkat atas grup simetri S,,.

Tabel 1.1 Tabel Persamaan dan Perbedaan Penelitian

Groups

Hafizah Md

Husin

yang dibangun oleh
orde pangkat prima

dan sifat terhubung
pada graf pangkat atas
grup simetri S, untuk

n = 3,4,5, dan 6.

Judul Penulis Persamaan Perbedaan

The Structu- | Ika Meti- | Membahas tentang | Membahas tentang po-
ral  Proper- | za Maris, | sifat-sifat  struktural | la struktur graf dan
ties of The | Rawdah yang meliputi  su- | subgraf, subgraf leng-
Power Graph | Adawiyah bgraf lengkap K, | kap K, dari subgrup
of Symmetric | Tarmizi, Nor | dari  subgrup  siklik | siklik yang dibangun

oleh orde pangkat pri-

ma, diameter, radius,
cligue number, serta si-
fat Euler dan Hamil-
ton pada graf pangkat
atas grup simetri .5,, dan

grup alternating A,,.

1.7. Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode studi literatur. Studi literatur diambil

dari buku-buku referensi dan artikel-artikel terkait topik penelitian yaitu; konsep

dasar, keterhubungan, parameter metrik berupa radius dan diameter, sifat graf Euler

dan graf Hamilton, dan subgraf lengkap pada graf pangkat atas grup simetri S,




dan graf pangkat atas graf alternating A,,. Langkah-langkah yang dilakukan dalam

penulisan sebagai berikut.

1. Membahas konsep dasar dari grup, teori bilangan, dan graf.

2. Membahas konsep dasar dan pola struktur dari graf pangkat atas grup simetri

Sh.

3. Membahas tentang konektivitas graf pangkat atas grup simetri S,, yang me-
liputi subgraf lengkap, keterhubungan, diameter, radius, eksistensi graf Euler

dan graf Hamilton, serta clique number.

4. Membahas konsep dasar dan pola struktur dari graf pangkat atas grup alter-

nating A,,.

5. Membahas tentang konektivitas graf pangkat atas grup alternating A,, yang
meliputi subgraf lengkap, keterhubungan, diameter, radius, eksistensi graf

Euler dan graf Hamilton, serta cligue number.

Teori Graf

Gru Graf Pangkat atas Graf Pangkat atas
P Grup Simetri S, Grup Alternating A,
’ Grup Simetri S, 1 (Grup Alternating 4, 1
’ Pola Struktur ‘ ( Konektivitas ‘
Teori Bilangan l l
Diameter dan Graf Hamilton
| Subgraf Lengkap | | Radius | | dan Graf Euler |

Clique Number

Gambar 1.1 Skema Metode Penelitian



1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan penelitian ini

terbagi menjadi empat bab sebagai berikut:

BAB1 : Bab ini membahas tentang latar belakang masalah, batasan
masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,
tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

BAB 2 : Bab ini membahas tentang dasar-dasar dari teori grup simetri S,
dan grup alternating A,,, teori bilangan, serta teori graf.

BAB 3 : Bab ini membahas tentang konsep dasar, keterhubungan, dan cli-
que number dari graf pangkat atas grup simetri .S,, dan graf pang-
kat atas grup alternating A,,.

BAB 4 : Bab ini berisikan tentang kesimpulan penelitian dan saran dari

penulis terhadap pengembangan penelitian.



BAB IV

PENUTUP

Bab penutup ini akan diberikan kesimpulan dan saran yang dapat diambil

berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

4.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang diperoleh setelah menyelesaikan pembuatan skripsi ini

adalah sebagai berikut.

1. Struktur graf pangkat atas grup simetri .S,, ditentukan oleh relasi perpangka-
tannya. Kompleksitas visual dan adjacency graf meningkat seiring bertam-
bahnya nilai n. Pembentukan P(S,,) secara menyeluruh dikonstruksi melalui
identifikasi hasil pangkat setiap elemen, tabel keterhubungan, serta pengga-

bungan subgraf-subgraf.

2. Analisis konektivitas menunjukkan bahwa P(S,,) memuat subgraf lengkap
dari subgrup siklik yang dibangunoleh & — eycleberorde p™. Untuk n > 3,
P(.S,,) merupakan graf terhubung sehingga memiliki nilai diameter dan radius
yang terdefinisi. Kemudian, P(S,,) bukan merupakan graf Euler untuk n > 3
dan bukan graf Hamilton untuk n = p > 5. Selain itu, cliqgue number dari

P(S,) untuk 1 < n < 20 telah diidentifikasi.

3. Pola struktur dari graf pangkat atas grup alternating A,, memiliki karakteristik

pembentukan yang serupa dengan grup simetrinya. Namun, secara spesifik
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P(A,,) dikonstruksi melalui pemetaan relasi pangkat terbatas pada himpun-
an permutasi genap. Hal ini menghasilkan keterhubungan subgraf yang lebih
khusus dengan tingkat kompleksitas yang tetap berbanding lurus dengan per-

tambahan nilai n.

4. Analisis terhadap sifat-sifat graf menunjukkan bahwa P(A,,) merupakan graf
terhubung pada n > 4 yang berimplikasi pada eksistensi nilai eksentrisitas
graf sehingga dapat ditentukan nilai dari radius dan diameter. Secara struk-
tural, graf ini dipastikan tidak memiliki circuit Euler untuk n > 4 dan tidak
memenuhi syarat graf Hamilton pada kondisi n = p > 5. Selain itu, clique

number dari P(S,) juga telah diidentifikasi untuk 1 < n < 20.

4.2. Saran

Saran yang akan Penulis sampaikan untuk penenelitian selanjutnya adalah

sebagai berikut.

1. Penelitian ini dibatasi pada analisis elemen tipe k-cycle dan transposisi untuk
menentukan jumlah,permutasi yang tetbentuk. Peneliti selanjutnya diharapk-
an dapat mengkaji jumlah permutasi dari dekomposisi cycle disjoin secara

umuim.

2. Penelitian ini dibatasi oleh analisis graf Hamilton pada P(S,) dan P(S,)
untuk n = p. Penelitian selanjutnya disarankan untuk menganalisis untuk n

sebarang.

3. Penelitian ini hanya dibatasi pada analisis cligue number dari graf pangkat
atas grup simetri .S,, dan grup alternating A,, untuk 1 < n < 20. Selanjutnya,

disarankan untuk membentuk rumus umum clique number untuk sebarang n.
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