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INTISARI

ENERGI GRAF NON-KOPRIMA ATAS GRUP DIHEDRAL

Oleh

Hakim Adidarma

22106010033

Graf non-koprima merupakan graf yang titik-titiknya merepresentasikan ele-
men grup, sedangkan dua titik saling terhubung apabila orde dari kedua elemen
tersebut tidak saling prima. Kajian energi graf menjadi salah satu topik penting
dalam teori graf spektral karena berkaitan erat dengan nilai eigen dari matriks rep-
resentasi graf. Penelitian ini bertujuan untuk memperoleh rumus umum energi graf
non-koprima pada grup dihedral D,, dengan n = 2* dan n = p*, di mana p bi-
langan prima ganjil dan £ bilangan bulat positif. Penelitian ini dimulai dengan studi
literatur dengan mengkaji berbagai teori yang berkaitan dengan grup dihedral, graf
non-koprima, matriks representasi graf, determinan, dan nilai eigen, serta represen-
tasi matriks graf yang meliputi matriks adjacency, matriks jumlah derajat, dan ma-
triks Seidel. Selanjutnya,;dilakukan janalisis.terhadap bentuk matriks representasi
graf untuk menentukan nilai eigen dan.energi grat yang dihasilkan. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa energi graf non-koprima pada grup dihedral Ds,, dapat dinya-
takan dalam bentuk rumus umum yang bergantung pada struktur grup dan jenis
representasi matriks yang digunakan. Penelitian ini diharapkan dapat menjadi refe-
rensi bagi pengembangan kajian energi graf serta penerapan teori graf pada struktur
aljabar.

Kata kunci : Energi graf, graf non-koprima, grup dihedral Ds,,.
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ABSTRACT

ENERGY OF NON-COPRIME GRAPHS ON DIHEDRAL GROUPS

By

Hakim Adidarma

22106010033

The non-coprime graph is a graph whose vertices represent the elements of
a group, where two vertices are adjacent if the orders of the corresponding ele-
ments are not relatively prime. The study of graph energy is an important topic in
spectral graph theory because it is closely related to the eigenvalues of graph repre-
sentation matrices. This research aims to obtain general formulas for the energy of
non-coprime graphs associated with the dihedral group Dy, for n = 2% and n = p*,
where p is an odd prime number and £ is a positive integer. The research begins with
a literature study by examining theories related to dihedral groups, non-coprime
graphs, graph representation matrices, determinants, eigenvalues, and graph matrix
representations, including the adjacency matrix, degree-sum matrix, and Seidel ma-
trix. Furthermare; anjanalysis of the jgraph representation matrices is conducted to
determine, the eigenvalues and the resulting graph energies..The results show that
the energy of non-coprime graphs associated with the dihedral group D-,, can be
expressed in the form of general formulas that depend on the group structure and
the type of graph representation matrix used. /This research is expected to serve as
a reference for further studies on graph energy and the application of graph theory
to algebraic structures.

Keyword : Graph energy, non-coprime graph, dihedral group Ds,,.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Perkembangan ilmu matematika, khususnya dalam bidang teori graf dan teo-
ri grup, menunjukkan peningkatan yang signifikan dalam beberapa dekade terakhir.
Teori graf sebagai cabang matematika diskrit berperan penting dalam merepresen-
tasikan berbagai struktur dan relasi, baik dalam konteks abstrak maupun aplikatif.
Secara umum, graf merupakan struktur yang terdiri atas himpunan titik (vertex) dan
himpunan sisi (edge) yang menghubungkan pasangan titik tersebut. Representasi
graf banyak digunakan dalam berbagai bidang, seperti ilmu komputer, kimia, ja-
ringan komunikasi, serta ilmu sosial, karena kemampuannya dalam memodelkan

hubungan kompleks secara sederhana (Karang et al.[[2025).

Salah satu perkembangan menarik dalam teori graf adalah kajian graf yang
merepresentasikan. suatu struktur dalam aljabar, khususnya-grup. . Dalam konteks

ini, elemen-elemen grup direpresentasikan sebagai titik dalam-graf, sementara rela-

si tertentu antar elemen digunakan untuk membentuk sisi (Asmarani et al|(2021)).

Pendekatan ini memungkinkan eksplorasi sifat-sifat aljabar melalui perspektif gra-
fis. Salah satu jenis graf yang cukup banyak diteliti adalah graf non-koprima (non-
coprime graph), yaitu graf yang dibangun berdasarkan relasi keterbagian antara
orde elemen-elemen dalam suatu grup.

Graf non-koprima dari suatu grup hingga kini menjadi objek kajian yang

menarik karena memiliki keterkaitan erat dengan teori bilangan dan struktur grup.



Secara definisi, graf non-koprima dari grup G adalah graf dengan himpunan titik G'\
{e}, di mana dua titik berbeda x dan y dihubungkan oleh sisi jika ged(|z|, |y|) # 1,
dengan |x| menyatakan orde elemen x. Graf ini menjadi objek kajian yang menarik
karena memiliki potensi aplikasi yang signifikan dalam berbagai bidang, seperti

memodelkan interaksi atom dalam molekul kompleks atau optimasi jaringan dengan

memanfaatkan sifat spektralnya yang khas (Karang et al.| (2025)).

Sebagai langkah awal dalam meneliti sifat-sifat graf non-koprima, graf di-
representasikan dalam bentuk matriks. Salah satu representasi yang paling umum
adalah matriks adjacency, yaitu matriks persegi A = [a;;] yang elemennya berni-
lai 1 jika vertek ¢ dan j saling terhubung oleh sisi, dan O jika tidak. Selain itu,
terdapat pula matriks lain seperti matriks derajat, yaitu matriks persegi A = [a;;]
yang elemennya bernilai der(v;) 4 der(v;) jika vertek ¢ dan j saling terhubung oleh

sisi, dan 0 jika tidak (Karang et al.[(2025)). Melalui representasi matriks ini, struk-

tur graf yang semula bersifat diskrit dapat dikaji menggunakan pendekatan aljabar
linear. Dalam konteks ini, konsep nilai eigen dan spektrum matriks menjadi sa-
ngat penting. Suatu matriks A dikaitkan dengan persamaan Ax = Ax, di mana A
adalah suatu skalar danx adalah vektor tak nol. "Skalar; A tersebut disebut sebagai
nilai eigen dari matriks/A, sedangkan x'disebut sebagai vektor eigen yang berse-
suaian. Himpunan semua nilai'eigen dari suatu matriks kemudian disebut sebagai

spektrum matriks (Munandar] (2023))). Konsep ini menjadi penting karena melalui

nilai eigen tersebut dapat diperoleh berbagai informasi mengenai sifat-sifat matriks,
yang dalam konteks graf berkaitan erat dengan karakteristik struktur graf yang di-
representasikannya. Dengan demikian, penggunaan matriks dan analisis spektral
menjadi jembatan yang menghubungkan struktur graf non-koprima dengan konsep

energi graf yang akan dibahas pada bagian berikutnya.



Dalam kajian graf modern, salah satu konsep penting yang banyak diteliti
adalah energi graf. Konsep energi graf pada awalnya berasal dari kajian kimia teo-
retis, khususnya dalam teori orbital molekul Hiickel yang digunakan untuk memper-
kirakan energi elektron E' pada molekul hidrokarbon terkonjugasi. Dalam pende-
katan tersebut, struktur molekul direpresentasikan dalam bentuk graf, dengan atom
sebagai verteks dan ikatan kimia sebagai sisi. Selanjutnya, energi total molekul di-
perkirakan melalui nilai eigen dari matriks yang merepresentasikan graf tersebut.
Gagasan inilah yang kemudian berkembang dalam teori graf spektral dan mela-

hirkan konsep energi graf (Balakrishnan| (2004)). Energi graf didefinisikan sebagai

jumlah nilai mutlak dari nilai eigen matriks yang merepresentasikan graf tersebut,
seperti matriks adjacency matrix. Selain itu, berkembang pula konsep energi lain
seperti energi jumlah derajat, yang didasarkan pada matriks jumlah derajat
(2025)).

Salah satu jenis grup yang sering digunakan dalam kajian graf adalah grup
dihedral, yang dilambangkan dengan Ds,,. Grup dihedral merupakan grup yang me-
representasikan simetri suatu poligon beraturan, yang mencakup rotasi dan refleksi.
Struktur grup imi relatif sederhana, namun memiliki kekayaan sifat aljabar yang
menarik untuk dikaji. Hal tersebut menjadikan grup dihedral sebagai objek yang
menarik dalam'penglitian'yang'menghubungkan teori grup dan teori graf
[loh et al.| (2024)).

Penelitian sebelumnya telah membahas energi graf non-koprima pada grup
dihedral, khususnya untuk kasus n = p*, dengan p merupakan bilangan prima gan-
jil dan k bilangan bulat positif. Dalam penelitian tersebut, diperoleh rumusan energi
graf berdasarkan matriks adjacency dan matriks jumlah derajat, yang menunjukkan

hubungan antara struktur grup dan karakteristik spektral graf yang dihasilkan (Ka-|



4|

rang et al.|(2025)). Selain itu, untuk kasus khusus n = 2¥, juga telah diperoleh hasil

yang menunjukkan pola tertentu dalam nilai energi graf yang dihasilkan (Karang]

et al] (2025)).

Meskipun demikian, penelitian-penelitian tersebut masih terbatas pada peng-
gunaan dua jenis matriks utama, yaitu matriks adjacency dan matriks jumlah dera-
jat. Padahal, dalam teori graf spektral, terdapat banyak jenis matriks lain yang juga
memiliki peran penting dalam mengkaji sifat graf, salah satunya adalah matriks Se-
idel. Matriks Seidel adalah matriks persegi A = [a;;] yang elemennya bernilai —1

jika vertek ¢ dan j saling terhubung oleh sisi, bernilai 1 jika vertek ¢ dan j tidak

saling terhubung oleh sisi, dan 0 untuk lainnya (Sciritha & Collins|(2019)).

Dengan mempertimbangkan hal tersebut, terdapat celah dalam penelitian
ini yang dapat dikembangkan, yaitu dengan memperluas kajian energi graf non-
koprima pada grup dihedral Dy, dengan memasukkan matriks seidel sebagai alat
analisis tambahan. Pendekatan ini diharapkan dapat memberikan pemahaman yang
lebih mendalam mengenai energi graf, serta membuka kemungkinan ditemukannya

rumus atau teorema baru yang belum terungkap dalam penelitian sebelumnya.

Penelitian ini masih berfokus pada nilai 2 = 2* dan n_= p*, dengan p bi-
langan prima-ganjil dan A bilangan bulat positif, karena kedua 'bentuk ini sangat
menarik sebab merepresentasikan struktur-grup yang memiliki karakteristik berbe-
da. Pada kasus n = 2* dengan k merupakan bilangan bulat positif, semua elemen
memiliki keterkaitan tertentu dalam hal keterbagian, sedangkan pada kasus n = p*
dengan p merupakan bilangan prima ganjil, terdapat pemisahan struktur yang le-

bih kompleks antara elemen rotasi dan refleksi. Perbedaan ini berdampak langsung

pada bentuk graf non-koprima yang dihasilkan serta nilai energinya.

Berdasarkan uraian tersebut, penelitian ini bertujuan untuk mengkaji dan



merumuskan teorema terkait energi graf non-koprima pada grup dihedral Dy, un-
tuk kasus n = 2% dan n = p*, dengan memanfaatkan matriks adjacency, matriks
jumlah derajat, serta memperkenalkan matriks seidel sebagai pendekatan baru. Pe-
nelitian ini dilakukan dengan studi literatur, dengan mengkaji berbagai referensi

yang relevan serta mengembangkan hasil-hasil penelitian sebelumnya.

Diharapkan penelitian ini tidak hanya melengkapi kajian yang telah ada,
tetapi juga memberikan kontribusi baru dalam pengembangan teori graf dan teori
grup, khususnya dalam aspek energi graf. Selain itu, hasil penelitian ini diharapkan
dapat menjadi referensi bagi penelitian selanjutnya yang ingin mengkaji hubungan

antara struktur aljabar dan sifat spektral graf secara lebih mendalam.

1.2. Batasan Masalah

Pembatasan masalah pada penelitian ini diperlukan agar pembahasan terfo-
kuskan dan terarah. Penelitian ini dibatasi hanya membahas rumus atau teorema
energi graf non-koprima pada grup dihedral D,,, dalam penelitian sebelumnya, di-
mana grup dihedral Dy, yang digunakan berfokus pada n = 2* dan n = p* dengan

p bilangan prima ganjil dan.% bilangan bulat positif.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,

kemudian dirumuskan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana rumus umum energi matriks adjacency dari graf non-koprima pa-
da grup dihedral Ds,, pada n = 2* dan n = p* dengan p bilangan prima ganjil

dan £ bilangan bulat positif?

2. Bagaimana rumus umum energi matriks jumlah derajat dari graf non-koprima



pada grup dihedral D,, pada n = 2* dan n = p* dengan p bilangan prima

ganjil dan k bilangan bulat positif?

3. Bagaimana rumus umum energi matriks saidel dari graf non-koprima pada
grup dihedral D,, pada n = 2% dan n = p* dengan p bilangan prima ganjil

dan k bilangan bulat positif?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mengetahui rumus umum energi matriks adjacency dari graf non-koprima
pada grup dihedral D, pada n = 2* dan n = p* dengan p bilangan prima

ganjil dan k bilangan bulat positif.

2. Mengetahui rumus umum energi matriks jumlah derajat dari graf non-koprima
pada grup dihedral D,, pada n = 2* dan n = p¥ dengan p bilangan prima

ganjil dan £ bilangan bulat positif.

3. Mengetahui rumus umum energi matriks saidel dari graf non-koprima pada
grup dihedral 1),,, pada n = 2/dan n = p* dengan p-bilangan prima ganjil

dan k bilangan bulat positif.

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Memberikan pemahaman mengenai proses mencari pola energi graf non-

koprima pada grup dihedral Ds,,, khususnya pada pengunaan matriks adja-



cency, matriks jumlah derajat, dan matriks seidel sebagai matriks representa-

sinya.

2. Menjadi bahan referensi dan landasan bagi penelitian selanjutnya yang berka-
itan dengan energi graf, graf non-koprima, grup dihedral Ds,,, maupun kajian

tentang representasi matriks pada graf.

1.6. Tinjauan Pustaka

Sebagai acuan yang digunakan penulis untuk landasan teori dalam penulisan

skripsi ini bersumber dari buku, makalah, artikel, dan skripsi.

1. Artikel karya [Karang et al.,2023| dengan judul “Energy and Degree Sum

Energy of Non-coprime Graphs on Dihedral Groups” membahas tentang
rumus energi matriks adjacency dan energi matriiks jumlah derajat dari graf
non-koprima pada grup dihedral Dj,, dengan n = p*, di mana p merupakan
bilangan prima dan & adalah bilangan bulat positif. Artikel ini menjadi acuan
utama dalam penelitian yang akan dilakukan, yaitu sebagian besar pemba-
hasan dalam penenlitian yang akan dilakukan diambil dari seluruh isi dalam

artikel ini.

2. Artikel Karya'Seiriha & Collins, 2019 dengan judul ’Two-graphs and NS-

SDs: An algebraic approach” membahas tentang penggunaan matriks invo-
lusi M (p1, p2) untuk menentukan sifat struktural dan kombinatorial dari graf
pada sebuah regular two-graph. Selain itu, studi ini juga menunjukkan bahwa
graf konferensi (conference graphs) merupakan bentuk dari graf NSSD (non-
singular graph with a singular deck) dengan sifat khusus sebagai graf nutful,
yang pada akhirnya dapat mengungkap berbagai sifat spektral baru dari graf

konferensi tersebut. Dalam isi artikel ini terdapat definisi matriks saidel, di-



mana dalam penelitian yang akan dilakukan matriks saidel akan digunkan

sebagai salah satu representasi matriks pada graf.

Untuk memberikan gambaran yang lebih sistematis mengenaai keterkait-
an penelitian terdahulu dengan penelitian ini, barikut disajikan tabel yang memuat
persamaan dan perbedaan masing-masing penelitian dengan fokus penelitian yang
sedang dilakukan penulis.

Tabel 1.1 Tabel Persamaan dan Perbedaan Penelitian

ch (2019)

graf ~dan mengkaji
sifat-sifat  spektral-
nya.

Judul (Tahun) | Penulis Persamaan Perbedaan
Energy and | Gusti Yo- | Membahas  energi | Penelitian ini meng-
Degree Sum | gananda graf  non-koprima | gunakan matriks
Energy of Non- | Karang, I | pada grup dihedral | Seidel sebagai rep-
coprime Graphs | Gede Adhi- | D,, dengan n = p*. | resentasi tambahan
on Dihedral | tya ~ Wisnu untuk  menentukan
Groups (2025) | Wardhana, energi Seidel graf
Nur  Idayu non-koprima.
Alimon, dan
Nor Haniza
Sarmin
Two-graphs and | Trene Scirtha | Menggunakan ma- | Penelitian ini meng-
NSSDs: An Al- | dan Luke Co- | triks Seidel wuntuk | gunakan graf non-
gebraic Approa+ |'llins merepresentasikan koprima pada grup

dihedral D, sebagai
objek penelitian dan
berfokus pada energi

Seidel.

1.7. Metode Penelitian

Penelitian ini penulis menggunakan studi literatur. Menggunakan refren-
si dari buku-buku, jurnal-jurnal terkait topik penelitian yaitu; konsep dasar energi
graf, graf non-koprima, grup dihedral D,,, dan matriks.Adapun sumber literatur

yang digunakan dalam penelitian ini mencakup buku, artikel jurnal, makalah dan



publikasi ilmiah lain yang relevan dengan topik yang diangkat. Langkah-langkah

yang dilakukan dalam penulisan ini adalah:

1. Membahas konsep dasar dari matriks, grup dihedral Ds,,, graf non-koprima,

energi graf.

2. Membahas konsep dasar representasi matriks(matriks adjacency, matriks jum-
lah derajat, dan matriks saidel) dari graf non-koprima pada grup dihedral D5,
dengan n = p*, di mana p merupakan bilangan prima dan k adalah bilangan

bulat positif.

3. Mencari rumus umum energi matriks(matriks adjacency, matriks jumlah de-
rajat, dan matriks saidel) graf non-koprima pada grup dihedral D-, dengan

n = p¥, di mana p merupakan bilangan prima dan % adalah bilangan bulat

positif.

Matriks

Graf

¥ M: ‘Trk :
- atriks

| Graf Non-Koprima atas

Determinan

Grup Dihedral Dzn

Nilai Eigen

Grup Dihedral Dzn

A
Matriks Jumlah
Drajat dari Graf Non-
Koprima atas Grup
Dinedral Dz

dari Graf Non-Koprima

Matriks acjacency
Non-Koprima atas Grup

[Matnks saidel dari Graf

atas Grup Dihedral Dzn Dihedral Dzn

A A A
Energi Energi Matriks Jumlah
Energi Matriks saidel
Matriks adjacency Drajat dari Graf Non- R
) dari Graf Non-Koprima
dari Graf Non-Koprima Koprima atas Grup
atas Grup Dihedral Dan
atas Grup Dihedral Dzn Dihedral Dzn

Gambar 1.1 Skema Metode Penelitian

1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini

terbagi menjadi empat bab, yaitu sebagai berikut:



BAB 1

BAB 2

BAB 3

BAB 4

Bab ini membahas tentang latar belakang masalah, batasan
masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,
tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.
Bab ini membahas tentang dasar-dasar dari matriks, grup dan
graf.

Bab ini membahas tentang dasar-dasar energi graf, rumus umum
energi matriiks(matriks adjacency, matriks jumlah derajat, dan
matriks saidel) dari graf non-koprima pada grup dihedral Ds,, pa-
da n = 2¥ dan n = p* dengan p bilangan prima ganjil dan k
bilangan bulat positif.

Bab ini berisikan tentang kesimpulan penelitian dan saran dari

penulis terhadap pengembangan penelitian.

10



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan mengenai energi graf non-

koprima atas grup dihedral Ds,,, diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut.

1. Penelitian ini berhasil menentukan rumus umum energi dari graf non-koprima
pada grup dihedral Dy, menggunakan matriks adjacency. Untuk kasus n =

2k, dengan k € Z*, diperoleh

BANMTp 44250

2(2k)

Sedangkan untuk kasus n = p®, dengan p bilangan prima ganjil, diperoleh

EAM Tp, ) = 2(2p° =3).

2. Penelitian ini juga berhasil menentukan rumus umum.energi dari graf non-
koprima-pada grup dihedral D, menggunakan matriks-jumlah derajat . Un-

tuk kasus'n =-2F, dengan'k € Z™*, diperoleh

EDS(Tp. . ) =16(2% — 281 1 1),

2(2k))
Sedangkan untuk kasus n = p*, dengan p bilangan prima ganjil, diperoleh
EDS(Tp, , ) = 4(2p™ — 6p* +5).
3. Selain itu, penelitian ini berhasil menentukan rumus umum energi dari graf

non-koprima pada grup dihedral D5, menggunakan matriks Seidel. Untuk
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kasus n = 2F, dengan k € Z*, diperoleh
ES(Tp,,, ) =4(2" - 1).
Untuk kasus n = p*, dengan p bilangan prima ganjil, diperoleh

ES(Tp. ) =4@(p"-1).

2(pk)

4.2. Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah diperoleh, terdapat beberapa saran

untuk penelitian selanjutnya sebagai berikut.

1. Penelitian mengenai energi graf non-koprima atas grup dihedral D, dapat di-
kembangkan dengan menggunakan representasi matriks lainnya, seperti ma-
triks Laplacian, matriks signless Laplacian, matriks distance, matriks Ran-
dic, maupun matriks normalized Laplacian. Penggunaan representasi matriks
yang berbeda memungkinkan diperolehnya karakteristik spektral lain yang

dapat memperluas kajian teori graf spektral pada graf non-koprima.

2. Penelitian selanjutnya juga dapat dilakukan pada graf non-koprima atas grup
dihedralD,,, dengan bentuk n yang lainnya, seperti-n. = pg, n = p*q™,
dengan p'dan.g'merupakan bilangan prima berbeda, atau n berupa bilangan
komposit lainnya. Kajian pada bentuk tersebut diharapkan dapat menghasilk-
an pola energi graf yang lebih umum dan memberikan pemahaman yang lebih
luas mengenai hubungan antara struktur grup dihedral dan sifat spektral graf

non-koprima yang dihasilkan.

3. Selain membahas energi graf, penelitian selanjutnya juga dapat mengkaji si-

fat spektral lainnya dari graf non-koprima atas grup dihedral, seperti radius
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spektral, polinom karakteristik, multiplisitas nilai eigen, serta hubungan an-

tara spektrum graf dan sifat aljabar dari grup yang mendasarinya.
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