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INTISARI

BEBERAPA SIFAT MODUL TEREDUKSI DAN REPRESENTASI GRAF

ANNIHILATOR

Oleh

NISRINA RAHADATUL ‘AISY

22106010016

Diberikan MR modul atas ring R dengan elemen satuan. Modul MR didefi-
nisikan sebagai modul tereduksi jika dan hanya untuk setiap m ∈ MR dan a ∈ R
yang berlaku ma = 0 mengakibatkan irisan dari himpunan mR dan MRa meng-
hasilkan singleton nol. Modul tereduksi MR merupakan generalisasi dari ring tere-
duksi. Modul tereduksi dapat direpresentasikan ke dalam bentuk graf yang disebut
dengan graf annihilator. Himpunan titik dari graf annihilator merupakan elemen tor-
si tak nol dari MR dimana keterhubungan titik-titik ditentukan dari annihilator dan
residual pada modul tereduksi. Penelitian ini tidak hanya membahas terkait defini-
si modul tereduksi dan representasinya pada graf annihilator, melainkan sifat-sifat
yang muncul pada keduanya. Graf annihilator pada modul tereduksi merupakan
graf tak berarah. Diberikan beberapa contoh graf annihilator pada modul tereduksi
berupa graf tidak lengkap, graf lengkap, dan graf nol (graf yang hanya terdiri dari
titik-titik tanpa adanya sisi yang menghubungkan). Representasi graf annihilator
yang memuat cycle hanya memiliki girth 3 atau 4.
Kata kunci : annihilator, elemen torsi, modul tereduksi, residual, graf annihilator.
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ABSTRACT

SOME PROPERTIES OF REDUCED MODULE AND ANNIHILATOR

GRAPH REPRESENTATION

By

NISRINA RAHADATUL ‘AISY

22106010016

Let MR be a module over a ring R with a unit. A module MR is defined as
a reduced module if and only if, for every m ∈ MR and a ∈ R such that ma = 0,
the intersection of the sets mR and MRa is singleton zero. A reduced module MR

is a generalization of a reduced ring. A reduced module can be represented in the
form of a graph called the annihilator graph. The set of vertices of the annihilator
graph consists of the non-zero torsion elements of MR, where the connectivity of
the vertices is determined by the annihilator and the residuals on the reduced mod-
ule. This research not only discusses the definition of reduced modules and their
representation in the annihilator graph but also the properties that arise in both. The
annihilator graph of a reduced module is an undirected graph. Several examples
of annihilator graphs of reduced modules are given, including incomplete graphs,
complete graphs, and zero graphs (graphs consisting only of vertices with no con-
necting edges). An annihilator graph representation containing a cycle has a girth
of only 3 or 4.
Keyword : annihilator, annihilator graph, reduced module, residual, torsion ele-
ment.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Aljabar abstrak merupakan salah satu cabang matematika yang mempela-

jari struktur aljabar (Jayati & Sulaiman, 2018). Struktur aljabar diantaranya yaitu

grup, ring, dan modul. Ring merupakan suatu himpunan tak kosong yang dilengka-

pi dengan dua operasi biner (penjumlahan dan perkalian) dan memenuhi aksioma

tertentu (Wahyuni et al.,2020). Perbedaan antara struktur ring dan grup berada pada

operasi biner yang berlaku. Grup hanya dilengkapi dengan satu operasi biner yakni

penjumlahan, sedangkan pada ring dilengkapi dengan dua operasi biner, yakni pen-

jumlahan dan perkalian. Sementara itu, modul merupakan suatu grup komutatif atas

ring dengan elemen satuan yang memenuhi suatu operasi dengan definisi tertentu.

Modul merupakan generalisasi dari ruang vektor (Wahyuni et al.,2020).

Struktur aljabar dapat direpresentasikan ke dalam bentuk graf (Lestari,2024).

Graf merupakan himpunan yang terdiri dari himpunan titik dan himpunan sisi de-

ngan syarat keterhubungan tertentu (Gross et al.,2019). Representasi struktur alja-

bar terkhusus modul ke dalam graf berbentuk graf tak berarah dengan sifat-sifat

yang berkembang dari definisi dan pembahasan modul (Jarrar, 2024). Layaknya

graf pada umumnya, graf hasil representasi modul ke graf memiliki definisi dan

karakteristik sesuai modul yang digunakan. Karakteristik dari suatu graf meliputi

jarak, diameter, siklus, girth, dan lain sebagainya.

Struktur aljabar yang digunakan pada penelitian ini adalah modul tereduk-

1
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si. Modul tereduksi merupakan generalisasi dari ring tereduksi. Ring tereduksi

terlebih dahulu diperkenalkan dan digeneralisasi oleh (Lee & Zhou, 2004), (Başer

& Agayev, 2006) dan (Kyomuhangi & Ssevviiri, 2023). Sebarang ring dikatakan

tereduksi jika untuk setiap elemen tak nol pada ring tersebut apabila dikuadratkan

hasilnya bukan nol (Lee & Zhou, 2004). Definisi ring tereduksi dibatasi pada ring

yang bukan daerah integral, karena untuk sebarang daerah integral memenuhi sifat-

sifat ring tereduksi. Dari definisi tersebut, diperoleh definisi modul tereduksi yang

dikhususkan untuk modul kanan tereduksi (Abdollah et al., 2022). Modul kanan

tereduksi memiliki definisi dan sifat-sifat modul secara umum, seperti submodul,

annihilator, himpunan elemen torsi, dan lain sebagainya.

Penelitian terkait representasi struktur aljabar khususnya modul ke dalam

bentuk graf annihilator pernah diteliti pada (Abdollah et al., 2022). Abdollah et

al. pada penelitiannya membandingkan graf torsi dan graf annihilator pada mo-

dul multiplikasi tereduksi. Graf torsi pada modul multiplikasi tereduksi merupakan

generalisasi dari graf pembagi nol atas ring ke modul. Graf pembagi nol terlebih

dahulu diperkenalkan oleh (Beck,1988) kemudian dikembangkan oleh para peneliti

pada (Anderson & Lewis,2016), (Anderson & LaGrange,2016), dan (Anderson &

Mcclurkin,2020). Graf pembagi nol atas ring menggunakan himpunan pembagi nol

tak nol sebagai himpunan titiknya dimana keterhubungan antar titik muncul apabila

perkalian kedua elemen pada himpunan titik tersebut menghasilkan nol (Anderson

& Lewis,2016). Pada graf torsi, digunakan himpunan elemen torsi tak nol sebagai

himpunan titik dimana syarat keterhubungan antar titik pada graf ini sama dengan

syarat keterhubungan antar titik pada graf pembagi nol (Abdollah et al.,2022). Se-

dangkan untuk graf annihilator menggunakan himpunan elemen torsi tak nol se-

bagai himpunan titik dimana annihilator dan residual berperan dalam menentukan
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keterhubungan antar elemen pada himpunan titiknya (Abdollah et al., 2022). Per-

bandingan antara graf torsi dan graf annihilator pada modul multiplikasi tereduksi

yang diteliti oleh Abdollah et al. menghasilkan sifat-sifat dan karakteristik dari

masing-masing graf tersebut, seperti siklus dan girth.

Abdollah et al., 2022 menggunakan modul multiplikasi yang tereduksi un-

tuk direpresentasikan ke dalam bentuk graf. Modul multiplikasi sendiri merupakan

submodul yang terbentuk dari perkalian suatu ideal dengan suatu modul (Toloo-

ei,2020). Modul multiplikasi yang dikaji pertama kali pada (Barnard,1981) mem-

bukakan jalan untuk dikembangkannya sifat-sifat terkait modul multiplikasi seper-

ti pada (Tavallaee & Mahtabi, 2017), (Tolooei, 2020), dan (Alsuraiheed & Bavu-

la,2021). Adapun maksud modul tereduksi yaitu apabila irisan dari himpunan mR

dan Ma hanya menghasilkan singleton nol, untuk setiap elemen a di ring R dan

elemen m di modul M (Abdollah et al.,2022). Adanya modul tereduksi yang tidak

memenuhi definisi multiplikasi menunjukkan bahwa modul tereduksi dan modul

multiplikasi dapat diteliti secara individu.

Berdasarkan uraian hasil penelitian-penelitian terkait representasi modul ke

graf, hal tersebut melatarbelakangi dilakukannya penelitian skripsi ini yaitu menye-

lidiki beberapa sifat dari modul tereduksi dan representasinya ke dalam graf annihi-

lator. Skripsi ini memperkenalkan sifat-sifat umum yang tidak hanya dimiliki oleh

graf annihilator pada modul multiplikasi tereduksi, tetapi juga dimiliki oleh graf an-

nihilator pada modul tereduksi. Selain itu, skripsi ini akan membahas struktur dan

karakteristik terkait graf annihilator pada modul tereduksi.
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1.2. Batasan Masalah

Penjabaran sifat-sifat ring tereduksi dan modul tereduksi dalam skripsi ini

dibatasi pada dasar-dasar dari ring tereduksi dan modul tereduksi serta sifat-sifat

sederhana yang dapat dikembangkan ke representasi bentuk graf. Selain itu, pem-

bahasan graf annihilator pada modul tereduksi dibatasi pada modul tereduksi atas

suatu ring, dimana tidak dikhususkan ring komutatif. Pembahasan antara modul ter-

eduksi dan representasinya ke dalam graf annihilator tidak melibatkan kasus spesial

yang membutuhkan analisis lebih lanjut.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah di atas, kemudian diru-

muskan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana generalisasi modul tereduksi dari ring tereduksi?

2. Bagaimana sifat-sifat dari modul tereduksi?

3. Bagaimana bentuk representasi modul tereduksi ke dalam graf annihilator?

4. Bagaimana karakterisasi dari graf annihilator pada modul tereduksi?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan disusunnya penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari generalisasi modul tereduksi dari ring tereduksi.

2. Mempelajari sifat-sifat dari modul tereduksi.

3. Mempelajari bentuk representasi modul tereduksi ke dalam graf annihilator.

4. Mempelajari karakterisasi dari graf annihilator pada modul tereduksi.



5

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Memberikan pemahaman tentang generalisasi modul tereduksi dari ring tere-

duksi.

2. Memberikan pemahaman tentang sifat-sifat dari modul tereduksi.

3. Memberikan pemahaman terkait bentuk representasi modul tereduksi ke da-

lam graf annihilator.

4. Memberikan pemahaman mengenai karakterisasi dari graf annihilator pada

modul tereduksi.

1.6. Tinjauan Pustaka

Acuan yang digunakan penulis dalam penulisan skripsi ini bersumber dari

beberapa artikel jurnal baik internasional maupun nasional dengan topik yang terka-

it. Beberapa diantaranya artikel yang diterbitkan dalam 10 tahun terakhir. Adapun

artikel dengan masa terbit lebih dari 10 tahun tetap digunakan penulis untuk dasar

penulisan suatu definisi ataupun teorema terkait.

Artikel Abdollah et al. (2022) digunakan penulis sebagai acuan utama da-

lam skripsi ini. Artikel yang membahas perbedaan graf torsi dan graf annihilator

pada modul multiplikasi tereduksi tersebut memberikan gambaran terkait modul

tereduksi yang dapat direpresentasikan pada graf annihilator. Selain itu, Abdollah

et al. (2022) juga menyampaikan bahwa pengertian modul multiplikasi tereduksi

merupakan modul multiplikasi yang memenuhi syarat tereduksi, sehingga beberapa

sifat pada modul multiplikasi tereduksi juga ditemukan pada modul tereduksi.
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Artikel Jarrar (2024) yang membahas generalisasi graf torsi dari graf pem-

bagi nol pada suatu modul digunakan penulis sebagai referensi pendukung dalam

skripsi ini. Selain proses generalisasi, Jarrar (2024) menyampaikan bahwa graf torsi

pada suatu ring dapat diperluas menjadi graf torsi pada suatu modul. Hal tersebut

mendorong dilakukannya hal yang sama pada graf annihilator, karena pembentukan

graf annihilator pada modul memiliki prinsip yang sama dengan pembentukan graf

torsi pada modul.

Artikel Kyomuhangi & Ssevviiri (2023) yang membahas generalisasi pa-

da modul tereduksi digunakan penulis sebagai referensi pendukung selanjutnya.

Kyomuhangi & Ssevviiri (2023) menjelaskan sifat-sifat ring tereduksi-a dan mo-

dul tereduksi-a yang muncul ketika akan dilakukan generalisasi. Namun, tereduksi

yang dimaksud pada artikel tersebut yaitu a-tereduksi. Jenis a-tereduksi ini memer-

lukan syarat tambahan dalam proses generalisasi (Kyomuhangi & Ssevviiri,2023).

Oleh karenanya, penelitian skripsi ini terfokus untuk membahas terkait modul tere-

duksi tanpa a.

Artikel Nozari & Payrovi (2021) yang membahas graf annihilator pada mo-

dul atas ring komutatif digunakan penulis sebagai referensi tambahan pada skripsi

ini. Nozari & Payrovi (2021) menguraikan sifat-sifat dari graf annihilator yang me-

representasikan modul. Hal tersebut tidak jauh berbeda dengan yang diteliti pada

skripsi ini. Perbedaan antara artikel tersebut dengan skripsi ini terletak pada modul

yang digunakan dalam representasi graf. Nozari & Payrovi (2021) menggunakan

modul atas ring komutatif dengan elemen satuan tak nol, sedangkan pada skripsi

ini digunakan modul tereduksi atas sebarang ring. Kedua modul tersebut dapat

menghasilkan sifat serupa ketika direpresentasikan dalam graf annihilator, sehing-

ga artikel tersebut sebagai acuan penulis dalam menjabarkan sifat-sifat terkait graf
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annihilator pada modul tereduksi.

Artikel Anderson & Mcclurkin (2020) yang menjelaskan sifat-sifat yang

muncul pada graf pembagi nol dan graf annihilator pada ring komutatif dengan

elemen satuan tak nol merupakan referensi pendukung selanjutnya yang digunak-

an penulis. Berbeda dengan penelitian skripsi ini, Anderson & Mcclurkin (2020)

menggunakan himpunan pembagi nol tak nol sebagai himpunan titik pada graf an-

nihilator, sementara pada skripsi ini menggunakan himpunan elemen torsi tak nol.

Adapun syarat keterhubungan antar titik dalam kedua graf tersebut memiliki kesa-

maan.

1.7. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini yaitu metode studi kepustaka-

an. Data yang digunakan dalam penelitian ini berupa buku dan artikel jurnal ber-

eputasi, baik nasional maupun internasional, terkait topik penelitian, yaitu konsep

dasar grup, ring, ideal, modul dan graf, generalisasi ring tereduksi menuju modul

tereduksi, serta representasi modul tereduksi ke dalam graf annihilator. Pada pe-

nelitian skripsi ini digunakan pula pendekatan induksi-deduksi untuk memudahkan

pemahaman terkait sifat-sifat atau teorema yang dibahas pada skripsi ini. Pende-

katan induksi yang dimaksud yakni pengambilan contoh sebagai ilustrasi dipero-

lehnya suatu sifat atau teorema, sedangkan pendekatan deduksi menggunakan hasil

teorema ataupun sifat untuk memperoleh suatu contoh (Wardati & Riyanto,2019).

Adapun lebih lengkap gambaran penelitian ini tertera pada Gambar 1.1.
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Gambar 1.1 Skema Penelitian

Gambar 1.1 menunjukkan skema penelitian yang digunakan dalam peneli-

tian ini. Proses penelitian dimulai dengan pembahasan terkait penjabaran konsep

dasar aljabar abstrak dan konsep dasar graf. Penjabaran konsep dasar aljabar abs-

trak pada penelitian ini meliputi grup, ring, serta modul. Dari pembahasan ring

dilanjutkan penjelasan terkait ideal dan juga ring tereduksi. Proses generalisasi ring

tereduksi ini disampaikan pada pembahasan modul tereduksi. Pembahasan meng-

enai modul tereduksi memunculkan sifat-sifat terkait yang nantinya dapat direpre-

sentasikan pada graf annihilator.

Selain sifat-sifat terkait modull tereduksi, diperoleh pula struktur dari mo-

dul tereduksi seperti submodul, annihilator, dan himpunan elemen torsi. Submodul

dengan ideal akan membentuk struktur baru yakni residual. Residual dan anni-

hilator nantinya berkolaborasi dalam proses representasi modul tereduksi ke graf

annihilator. Keduanya berperan sebagai penentu keterhubungan antar titik dalam

graf annihilator annihilator pada modul tereduksi. Adapun himpunan semua ele-
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men torsi tak nol yang ada pada modul tereduksi berperan sebagai himpunan titik

pada graf tersebut. Proses representasi modul tereduksi ke graf annihilator beru-

pa graf yang berjenis graf tak berarah. Pembahasan graf annihilator pada modul

tereduksi memberikan beberapa sifat-sifat yang menjabarkan karakteristik dari graf

annihilator pada modul tereduksi.

1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini

terbagi menjadi lima bab, yaitu sebagai berikut:

BAB 1 : Bab ini memuat latar belakang masalah, batasan masalah, rumus-

an masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pusta-

ka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

BAB 2 : Bab ini menjabarkan konsep dasar dari grup, ring, ideal, modul,

dan graf.

BAB 3 : Bab ini menguraikan proses generalisasi modul tereduksi dari ring

tereduksi.

BAB 4 : Bab ini membahas bentuk representasi graf annihilator dan kara-

keterisasinya pada modul tereduksi.

BAB 5 : Bab ini berisikan kesimpulan dari penelitian dan saran penulis ter-

hadap pengembangan penelitian.



BAB V

PENUTUP

Bab penutup ini akan diberikan kesimpulan dan saran-saran yang dapat di-

ambil berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya. Pa-

da bab ini disampaikan kesimpulan secara ringkas terkait modul tereduksi dan rep-

resentasinya pada graf annihilator. Sedangkan saran pada penelitian ini dimaksudk-

an untuk saran penelitian yang dapat dilakukan di masa mendatang.

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan pemaparan materi terkait ring tereduksi, modul tereduksi, serta

graf annihilator pada modul tereduksi, penelitian ini secara induktif memberikan

hasil berupa penjabaran terkait modul tereduksi yang diperoleh dari proses genera-

lisasi ring tereduksi. Modul tereduksiMR merupakan modul yang memenuhi syarat

tereduksi (apabila ma = 0, maka irisan antara himpunan mR dan MRa mengha-

silkan singleton nol untuk setiap m ∈ MR dan a ∈ R). Selain itu, terinspirasi

dari beberapa contoh modul tereduksi, diperoleh beberapa sifat yang sudah lengkap

dibuktikan antara lain:

(1) Modul pn−1Zpn merupakan modul tereduksi atas Zpn untuk sebarang bilangan

prima p dan bilangan bulat non negatif n.

(2) Jika ma = 0 maka mRa = {0} dan jika ma2 = 0 maka ma = 0 untuk setiap

m ∈MR dan a ∈ R.

(3) Diberikan µ : R 7→ S homomorfisma ring dan modul kanan MR dan MS ,

69



70

maka kondisi berikut berlaku:

(a) Jika MS modul tereduksi, maka MR modul tereduksi.

(b) Jika µ merupakan epimorfisma, maka berlaku jika MR modul tereduksi,

maka MS tereduksi.

Adapun terkait representasi modul tereduksi ke dalam graf annihilatorAG(MR).

Graf annihilator diperoleh dengan bentuk graf tak berarah yang memiliki himpunan

elemen torsi tak nol (T (MR) \ {0}) sebagai himpunan titik. Keterhubungan pada

graf annihilator pada modul tereduksi diperoleh dari struktur annihilator dan residu-

al pada modul tereduksi. Dua elemen torsi tak nol x dan y saling terhubung jika dan

hanya jika AnnR([x : MR]y) 6= AnnR(x) ∪ AnnR(y) atau AnnR([y : MR]x) 6=

AnnR(x) ∪ AnnR(y) dimana [x : MR] = [Rx : MR] = {r ∈ R | rMR ⊆ Rx}.

Berdasarkan definisi tersebut, dapat ditemukan beberapa sifat terkait graf annihila-

tor pada modul tereduksi sebagaimana berikut:

(1) Jika [x : MR]y = {0} maka (Rx \ {0}) , (Ry \ {0}) ⊆ T (MR) \ {0} serta

(Rx \ {0}) dan (Ry \ {0}) terhubung penuh pada AG(MR).

(2) Asumsikan [x :MR]x = {0} dengan x ∈ T (MR) \ {0} maka [x :MR]MR =

{0} sedemikian sehingga x terhubung untuk setiap elemen T (MR) \ {0}}.

(3) Diberikan modul MR dan R ring komutatif dengan elemen satuan. Jika

AG(MR) memuat cycle maka hanya memiliki girth 3 atau 4.

5.2. Saran

Saran untuk dilakukannya penelitian selanjutnya adalah terkait karakterisa-

si graf annihilator pada modul tereduksi yang dapat diselidiki secara lebih detail.

Selain itu, penelitian terkait representasi modul tereduksi pada penelitian ini masih
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terbatas pada graf annihilator. Hal ini memberikan celah bahwa modul tereduksi

dapat dikembangkan pada graf torsi. Perbedaan antara graf torsi dan graf annihi-

lator terletak pada ketentuan keterhubungan antar titik pada graf tersebut. Adapun

himpunan titik baik pada graf torsi maupun graf annihilator juga menggunakan him-

punan elemen torsi tak nol.
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