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PRESERVASI STRUKTUR SEMI-ANALITIK DI 

BAWAH OPERATOR INTEGRAL 

BERPARAMETER 

Muhamad Riananda Fadhilah 

22104040060 

 

ABSTRAK 

Penelitian ini mengkaji preservasi struktur semi-analitik di 

bawah operator integral berparameter. Penelitian bertujuan 

menganalisis hubungan regularitas kernel dengan sifat fungsi 

hasil transformasi, keterukuran dan integrabilitas fungsi hasil 

transformasi, serta kondisi yang menjamin preservasi struktur 

semi-analitik. Penelitian ini merupakan penelitian matematika 

murni dengan pendekatan studi literatur dan analisis deduktif 

berdasarkan teori ukuran, integral Lebesgue, analisis 

regularitas fungsi, dan teori fungsi semi-analitik. Hasil 

penelitian menunjukkan bahwa keterukuran kernel dan fungsi 

masukan serta kondisi integrabilitas yang sesuai menjamin 

fungsi hasil transformasi terukur dan integrabel. Regularitas 

kernel terhadap variabel keluaran dan parameter, disertai 

kondisi dominasi terhadap turunannya, menjamin 

kekontinuan, diferensiabilitas, dan analitisitas riil fungsi hasil 

transformasi. Secara khusus, estimasi 

∣ 𝜕𝑧
𝛼𝐾(𝑧, 𝑦)𝑓(𝑦) ∣≤ 𝐶𝑄𝐺𝑄(𝑦)

𝛼!

𝑅𝑄
∣𝛼∣ 

pada setiap kompak 𝑄 ⋐ 𝑈 merupakan kondisi cukup bagi 

analitisitas. Dengan dekomposisi hingga domain semi-analitik 

dan representasi lokal fungsi masukan, diperoleh bahwa pada 

asumsi domain kompak serta regularitas dan dominasi yang 

sesuai, operator integral berparameter mempertahankan 

struktur semi-analitik. 
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Kata Kunci: Operator Integral Berparameter, Fungsi Semi-

Analitik, Kernel, Integral Lebesgue, Analitisitas, dan 

Preservasi Struktur. 
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PRESERVATION OF SEMI-ANALYTIC STRUCTURE 

THROUGH PARAMETERIZED INTEGRAL 

OPERATORS 

 

ABSTRACT 

This study investigates the preservation of semi-analytic 

structure under parameterized integral operators. The study 

aims to analyze the relationship between kernel regularity and 

transformed-function properties, the measurability and 

integrability of transformed functions, and sufficient 

conditions that guarantee the preservation of semi-analytic 

structure. This pure mathematical study employs a literature-

based and deductive approach grounded in measure theory, 

Lebesgue integration, function regularity, and semi-analytic 

function theory. The results show that the measurability of the 

kernel and input function, together with appropriate 

integrability conditions, ensures that the transformed function 

is measurable and integrable. Furthermore, kernel regularity 

with respect to output variables and parameters, together with 

suitable domination conditions on its derivatives, guarantees 

the continuity, differentiability, and real analyticity of the 

transformed function. In particular, the estimate 

∣ 𝜕𝑧
𝛼𝐾(𝑧, 𝑦)𝑓(𝑦) ∣≤ 𝐶𝑄𝐺𝑄(𝑦)

𝛼!

𝑅𝑄
∣𝛼∣ 

on every compact 𝑄 ⋐ 𝑈 provides a sufficient condition for 

real analyticity. By using a finite decomposition of the 

compact semi-analytic domain and local analytic 

representations of the input function, it is shown that, under 

appropriate regularity and domination assumptions, the 

parameterized integral operator preserves the semi-analytic 

structure 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang Masalah 

Transformasi fungsi merupakan salah satu tema 

fundamental dalam analisis modern karena memungkinkan 

pembentukan kelas fungsi baru yang memiliki karakteristik 

regularitas berbeda dari fungsi asalnya. Dalam konteks ini, 

operator integral memegang peranan penting sebagai alat 

konstruksi maupun analisis pada berbagai cabang matematika, 

termasuk teori operator, teori ukuran, dan persamaan integral. 

Studi mengenai regularitas hasil transformasi integral telah 

berkembang menjadi salah satu fondasi penting dalam analisis 

modern, terutama dalam kaitannya dengan keterukuran, 

integrabilitas, dan sifat-sifat ruang fungsi (Royden & 

Fitzpatrick, 2010). 

Dalam analisis riil, salah satu pertanyaan yang paling 

mendasar adalah bagaimana suatu transformasi memengaruhi 

struktur matematis yang dimiliki oleh fungsi asalnya. 

Pertanyaan mengenai preservasi kontinuitas, diferensiabilitas, 

keterukuran, dan integrabilitas telah melahirkan berbagai teori 

yang menjadi dasar bagi perkembangan analisis fungsional 

dan teori operator. Secara umum, suatu transformasi memiliki 

nilai teoritis yang tinggi apabila mampu mempertahankan 
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struktur matematis tertentu yang dimiliki oleh objek yang 

ditransformasikan (Royden & Fitzpatrick, 2010). 

Di sisi lain, perkembangan geometri analitik riil 

memperkenalkan kelas objek yang lebih kaya dibandingkan 

fungsi analitik klasik, yaitu himpunan dan fungsi semi-

analitik. Konsep semi-analitik berkembang melalui karya-

karya Stanisław Łojasiewicz dan menjadi salah satu fondasi 

penting dalam geometri analitik riil. Secara lokal, himpunan 

semi-analitik dapat direpresentasikan sebagai kombinasi 

hingga dari persamaan dan pertidaksamaan analitik sehingga 

memiliki regularitas geometris yang kuat namun tetap cukup 

fleksibel untuk menggambarkan fenomena lokal yang 

kompleks (Lojasiewicz, 1965). 

Ketertarikan terhadap struktur semi-analitik tidak hanya 

muncul karena sifat geometrisnya, tetapi juga karena 

kestabilannya terhadap berbagai operasi matematis. Penelitian 

klasik oleh Bierstone & Milman, (1988) menunjukkan bahwa 

himpunan semi-analitik dan subanalitik memiliki struktur 

geometris yang sangat kaya serta memainkan peranan penting 

dalam teori singularitas dan geometri analitik riil modern. 

Hasil tersebut memperlihatkan bahwa struktur semi-analitik 

tidak hanya penting sebagai objek geometri, tetapi juga 

sebagai kerangka konseptual untuk memahami perilaku lokal 

berbagai kelas fungsi. 
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Perkembangan penelitian dalam beberapa tahun terakhir 

menunjukkan bahwa teori semi-analitik dan subanalitik masih 

menjadi area penelitian yang aktif. Rainer (2024) mendalami 

mengenai regularitas fungsi analitik riil pada domain 

subanalitik tertutup dan menunjukkan bahwa hubungan antara 

regularitas fungsi dan struktur geometri domain masih 

menyisakan berbagai persoalan teoritis yang menarik. Pada 

saat yang sama, penelitian lain mengeksplorasi sifat-sifat titik 

Nash pada himpunan subanalitik dan memperlihatkan bahwa 

karakterisasi struktur geometri lokal masih menjadi topik yang 

relevan dalam geometri analitik riil kontemporer (Silva et al., 

2024). 

Selain itu, penelitian Menegon & Jesus-Almeida (2023) 

mengkaji trivialitas topologis pada keluarga fungsi di 

himpunan subanalitik dan ruang analitik kompleks. Hasil 

penelitian tersebut menunjukkan bahwa keberadaan parameter 

memengaruhi struktur topologis keluarga fungsi sehingga 

analisis terhadap kestabilan sifat-sifat geometris masih 

menjadi persoalan yang penting 

Dalam konteks penelitian di Indonesia, kajian mengenai 

operator integral telah dilakukan dari berbagai perspektif 

analisis fungsional. Susanti (2008) mengkaji operator integral 

pada ruang fungsi terboboti, Rokhayah (2010) 

mengembangkan operator integral pada ruang Banach fungsi 
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berbobot, Munadi (2007) membahas operator linear pada 

ruang fungsi terintegral Henstock-Bochner, sedangkan 

Nurmahasasi (2013) meneliti keterbatasan operator integral 

fraksional pada ruang Lebesgue. Penelitian-penelitian tersebut 

menunjukkan bahwa kajian operator integral di Indonesia 

lebih berfokus pada konstruksi operator, keterbatasan operator, 

dan sifat fungsi hasil transformasi, tanpa mengkaji preservasi 

struktur semi-analitik. 

Meskipun penelitian mengenai struktur semi-analitik 

dan operator integral telah berkembang secara signifikan, 

kedua bidang tersebut umumnya masih dikaji secara terpisah. 

Penelitian pada geometri analitik riil lebih banyak membahas 

regularitas fungsi, karakteristik geometri, dan struktur semi-

analitik, sedangkan penelitian mengenai operator integral 

berfokus pada konstruksi operator, keterbatasan operator, serta 

sifat fungsi hasil transformasi. Berdasarkan studi literatur yang 

dilakukan, kajian mengenai preservasi struktur semi-analitik 

pada fungsi yang ditransformasikan melalui operator integral 

berparameter masih sangat terbatas sehingga masih terbuka 

peluang untuk dikembangkan. 

Salah satu permasalahan yang secara alami muncul 

dalam penelitian ini adalah apakah operator integral 

berparameter mampu mempertahankan struktur semi-analitik 

dari fungsi yang ditransformasikan. Pertanyaan tersebut 
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memiliki signifikansi teoritis karena menghubungkan dua 

aspek yang berbeda, yaitu regularitas analitik yang biasa 

diteliti dalam teori operator dan regularitas geometris yang 

menjadi perhatian utama dalam geometri analitik riil. Oleh 

sebab itu, penelitian ini diarahkan untuk menelaah hubungan 

antara transformasi integral dan kestabilan struktur semi-

analitik, serta mengidentifikasi kondisi-kondisi yang 

mendukung preservasi struktur tersebut. 

Berdasarkan uraian tersebut, penelitian ini difokuskan 

pada penelitian preservasi struktur semi-analitik di bawah 

operator integral berparameter. Penelitian ini 

mengintegrasikan teori ukuran, integral Lebesgue, operator 

integral, dan geometri analitik riil untuk menganalisis 

hubungan antara regularitas kernel, keterukuran, integrabilitas, 

dan preservasi struktur semi-analitik. Hasil penelitian 

diharapkan dapat memberikan kontribusi terhadap 

pengembangan teori operator integral sekaligus memperluas 

penelitian terkait fungsi semi-analitik dalam analisis riil. 

1.2. Batasan Masalah 

Penelitian ini difokuskan pada analisis preservasi 

struktur semi-analitik dalam kerangka geometri analitik riil 

dan analisis riil. Struktur semi-analitik yang digunakan 

mengikuti pendekatan Łojasiewicz, sedangkan objek yang 

diteliti dibatasi pada fungsi bernilai riil yang terdefinisi pada 
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domain kompak di ℝ. Transformasi yang dikaji berupa 

operator integral berparameter dengan kernel yang memenuhi 

asumsi regularitas tertentu. Penelitian ini mencakup analisis 

keterukuran, integrabilitas, serta hubungan antara regularitas 

kernel dan sifat fungsi hasil transformasi sebagai dasar dalam 

menjamin kondisi preservasi struktur semi-analitik. Dengan 

demikian, penelitian ini tidak mencakup pembahasan 

mengenai struktur subanalitik yang lebih umum, teori 

singularitas, struktur definabel dalam o-minimal structures, 

maupun studi aplikasi pada persamaan diferensial, sistem 

dinamik, dan bidang terapan lainnya. 

1.3. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah 

diuraikan di atas, kemudian dirumuskan masalah sebagai 

berikut: 

1. Bagaimana hubungan antara regularitas kernel 

operator integral berparameter dan sifat-sifat fungsi 

hasil transformasi yang dibangun dari fungsi semi-

analitik? 

2. Bagaimana karakteristik keterukuran dan integrabilitas 

fungsi hasil transformasi yang diperoleh melalui 

operator integral berparameter? 

3. Kondisi-kondisi apa yang menjamin preservasi 

struktur semi-analitik pada fungsi yang 



7 

 

 

 

ditransformasikan melalui operator integral 

berparameter? 

1.4. Tujuan Penelitian 

Tujuan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Mengetahui hubungan antara regularitas kernel operator 

integral berparameter dan sifat-sifat fungsi hasil 

transformasi yang dibangun dari fungsi semi-analitik. 

2. Mempelajari karakteristik keterukuran dan integrabilitas 

fungsi hasil transformasi yang diperoleh melalui 

operator integral berparameter. 

3. Mengetahui kondisi-kondisi yang menjamin preservasi 

struktur semi-analitik pada fungsi yang 

ditransformasikan melalui operator integral 

berparameter. 

1.5. Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini 

adalah sebagai berikut: 

1. Menyediakan referensi akademis berbahasa Indonesia 

yang membahas mengenai hubungan antara regularitas 

kernel operator integral, sifat integrabilitas fungsi hasil 

transformasi, dan kestabilan struktur semi-analitik yang 

dimiliki fungsi tersebut. 
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2. Penelitian ini dapat menjadi dasar bagi pengembangan 

studi lanjutan mengenai operator integral yang lebih 

umum, himpunan subanalitik, maupun struktur definabel 

dalam geometri modern. 

3. Bagi Penulis, penelitian ini memberikan kesempatan 

bagi penulis untuk memperdalam penguasaan teori 

analisis riil, operator integral, dan geometri analitik riil, 

serta meningkatkan kemampuan dalam melakukan 

pembuktian matematis secara sistematis dan rigor. 

1.6. Tinjauan Pustaka 

Penelitian mengenai struktur semi-analitik dan 

subanalitik terus berkembang dalam geometri analitik riil. 

Rainer (2024) mengkaji regularitas fungsi analitik riil pada 

domain subanalitik tertutup, Bierstone & Milman (1988) 

meneliti titik Nash pada himpunan subanalitik, sedangkan 

Menegon & Jesus-Almeida (2023) membahas keluarga fungsi 

yang bergantung pada parameter pada himpunan subanalitik. 

Ketiga penelitian tersebut menunjukkan bahwa kajian 

mengenai struktur semi-analitik masih berfokus pada aspek 

regularitas fungsi, karakteristik geometri, dan perilaku objek 

subanalitik. 

Di sisi lain, penelitian mengenai operator integral lebih 

banyak diarahkan pada analisis sifat-sifat operator pada 

berbagai ruang fungsi. Susanti (2008) mengkaji operator 
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integral pada ruang fungsi terboboti, Rokhayah (2010) 

membahas konstruksi operator integral pada ruang Banach 

fungsi berbobot, Munadi (2007) mengembangkan operator 

linear pada ruang fungsi terintegral Henstock-Bochner, 

sedangkan Nurmahasasi (2013) meneliti keterbatasan operator 

integral fraksional pada ruang Lebesgue. Penelitian-penelitian 

tersebut berfokus pada konstruksi operator, keterbatasan 

operator, dan sifat fungsi hasil transformasi tanpa 

mengaitkannya dengan struktur semi-analitik. 

Berdasarkan penelitian-penelitian tersebut, terlihat 

bahwa kajian mengenai struktur semi-analitik dan operator 

integral masih berkembang pada arah yang berbeda. Penelitian 

di bidang geometri analitik riil berfokus pada regularitas dan 

karakteristik objek semi-analitik, sedangkan penelitian 

mengenai operator integral lebih menitikberatkan pada sifat 

operator dan ruang fungsi. Berdasarkan studi literatur yang 

dilakukan, kajian mengenai preservasi struktur semi-analitik 

pada fungsi yang ditransformasikan melalui operator integral 

berparameter masih sangat terbatas. 

Oleh karena itu, penelitian ini diarahkan untuk 

mengkaji preservasi struktur semi-analitik di bawah operator 

integral berparameter dengan mengintegrasikan teori ukuran, 

integral Lebesgue, operator integral, dan geometri analitik riil. 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi 



10 

 

 

 

terhadap pengembangan teori operator integral sekaligus 

memperluas kajian mengenai fungsi semi-analitik dalam 

analisis riil. 

Tabel 1. Perbandingan Penelitian  

N

o. 

Nama Tah

un 

Judul Persamaan 

dengan 

Penelitian 

ini 

Perbedaa

n dengan 

Penelitian 

ini 

1 Rainer 202

4 

On Real 

Analytic 

Function

s on 

Closed 

Subanal

ytic 

Domains

. 

Sama-sama 

mengkaji 

regularitas 

fungsi 

dalam 

geometri 

analitik riil 

serta 

berkaitan 

dengan 

struktur 

subanalitik/

semi-

analitik. 

Berfokus 

pada 

regularitas 

fungsi 

analitik 

pada 

domain 

subanalitik 

tertutup, 

tanpa 

membahas 

operator 

integral 

maupun 

preservasi 

struktur 
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semi-

analitik. 

2 Belotto 

da Silva, 

Curmi, 

& Rond 

202

4 

On the 

Nash 

Points of 

Subanal

ytic Sets 

Sama-sama 

membahas 

objek 

subanalitik 

dalam 

geometri 

analitik riil. 

Berfokus 

pada 

karakterisa

si titik 

Nash pada 

himpunan 

subanalitik

, bukan 

pada 

transforma

si fungsi 

melalui 

operator 

integral. 

3 Menego

n & 

Jesus-

Almeida 

202

3 

Topologi

cal 

Triviality 

in 

Families 

of 

Function

s on 

Subanal

Sama-sama 

mengkaji 

fungsi yang 

bergantung 

pada 

parameter 

dan struktur 

subanalitik. 

Menitikber

atkan pada 

trivialitas 

topologis 

keluarga 

fungsi, 

bukan 

pada 

preservasi 
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ytic Sets 

and 

Complex 

Analytic 

Spaces 

struktur 

semi-

analitik 

melalui 

operator 

integral 

berparame

ter. 

4 Susanti 200

8 

Ruang 

Fungsi 

Terbobot

i 

𝐿𝑝(𝑎, 𝑏; 𝑤) 

dan 

Operator 

Integral 

yang 

Bekerja 

Padanya 

Sama-sama 

mengkaji 

operator 

integral dan 

sifat-sifat 

fungsi hasil 

transformas

i. 

Berfokus 

pada 

operator 

integral 

pada ruang 

fungsi 

terboboti, 

bukan 

pada 

preservasi 

struktur 

semi-

analitik. 

5 Rokhay

ah 

201

0 

Operator 

Integral 

dari 

Ruang 

Sama-sama 

membahas 

operator 

integral dan 

Berfokus 

pada 

konstruksi 

operator 
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Banach 

Fungsi 

Berbobo

t 

sifat-sifat 

kernel/oper

ator. 

integral 

pada ruang 

Banach 

berbobot, 

tanpa 

membahas 

fungsi 

semi-

analitik. 

6 Munadi 200

7 

Beberap

a Jenis 

Operator 

yang 

Bekerja 

pada 

Ruang 

Fungsi 

Terintegr

al 

Henstoc

k–

Bochner 

Sama-sama 

menggunak

an teori 

operator 

pada ruang 

fungsi. 

Tidak 

membahas 

operator 

integral 

berparame

ter 

maupun 

preservasi 

struktur 

semi-

analitik. 

7 Nurmah

asasi 

201

3 

Keterbat

asan 

Operator 

Sama-sama 

mengkaji 

operator 

Berfokus 

pada 

keterbatas
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Integral 

Fraksion

al di 

Ruang 

Lebesgu

e 

integral dan 

integrabilita

s fungsi. 

an 

operator 

integral 

fraksional 

pada ruang 

Lebesgue, 

bukan 

pada 

struktur 

semi-

analitik. 

8 Penelitia

n yang 

diusulka

n 

202

6 

Preserva

si 

Struktur 

Semi-

Analitik 

di 

Bawah 

Operator 

Integral 

Berpara

meter 

Mengintegr

asikan teori 

ukuran, 

integral 

Lebesgue, 

operator 

integral, 

dan 

geometri 

analitik riil 

untuk 

mengkaji 

preservasi 

struktur 
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semi-

analitik. 

Menitikber

atkan pada 

analisis 

keterukuran

, 

integrabilita

s, serta 

kondisi 

cukup yang 

menjamin 

preservasi 

struktur 

semi-

analitik 

melalui 

operator 

integral 

berparamet

er. 

 

Berdasarkan penelitian-penelitian terdahulu, dapat 

disimpulkan bahwa kajian mengenai semi-analitik dan 

operator integral masih berkembang pada jalur yang relatif 



16 

 

 

 

terpisah. Penelitian pada bidang semi-analitik umumnya 

berfokus pada struktur geometri lokal, singularitas, dan 

regularitas domain, sedangkan penelitian operator integral 

lebih banyak membahas regularitas kernel, keterbatasan 

operator, dan sifat fungsi hasil transformasi. Hingga saat ini 

belum ditemukan penelitian yang secara khusus meneliti 

mengenai preservasi struktur semi-analitik pada fungsi yang 

ditransformasikan melalui operator integral berparameter. 

Oleh karena itu, penelitian ini diarahkan untuk mengisi celah 

tersebut dengan mengintegrasikan perspektif analisis riil, teori 

operator integral, dan geometri analitik riil dalam satu 

kerangka penelitian yang terpadu. 

1.7. Metode Penelitian 

Penelitian ini merupakan penelitian matematika murni 

dengan pendekatan teoretis melalui studi literatur. Penelitian 

dilakukan dengan mengkaji konsep-konsep dalam teori 

ukuran, integral Lebesgue, operator integral, dan geometri 

analitik riil sebagai landasan untuk menganalisis preservasi 

struktur semi-analitik di bawah operator integral berparameter. 

Tahapan penelitian diawali dengan mengumpulkan dan 

mempelajari referensi yang relevan, kemudian menyusun 

landasan teori yang berkaitan dengan fungsi terukur, integral 

Lebesgue, fungsi semi-analitik, dan operator integral. 

Selanjutnya dilakukan konstruksi operator integral 
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berparameter beserta analisis terhadap keterukuran, 

integrabilitas, dan kondisi yang menjamin preservasi struktur 

semi-analitik pada fungsi hasil transformasi. 

Analisis dilakukan secara deduktif melalui pembuktian 

matematis berdasarkan definisi, lema, proposisi, dan teorema 

yang relevan. Hasil analisis kemudian digunakan untuk 

menyusun kondisi preservasi struktur semi-analitik di bawah 

operator integral berparameter serta menarik kesimpulan 

sesuai dengan tujuan penelitian. 

Gambar 1. Desain Penelitian 

1.8. Sistematika Penulisan 

Untuk menyusun tugas akhir ini, sistematika penulisan yang 

digunakan adalah sebagai berikut: 

1. BAB 1 : PENDAHULUAN 
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Bab ini berisi latar belakang masalah, identifikasi 

masalah, batasan masalah, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, metode 

penelitian, dan sistematika penulisan. 

2. BAB 2 : DASAR TEORI 

Bab ini memuat teori-teori yang menjadi dasar 

penelitian, meliputi konsep fungsi terukur dan fungsi 

integrabel, integral Lebesgue, fungsi analitik riil, 

himpunan semi-analitik menurut pendekatan 

Łojasiewicz, operator linear, operator integral, serta 

beberapa hasil teoritis yang digunakan dalam 

pembuktian pada bab selanjutnya. 

3. BAB 3 : KONSTRUKSI OPERATOR INTEGRAL 

BERPARAMETER 

Bab ini membahas konstruksi operator integral 

berparameter yang diterapkan pada fungsi semi-analitik. 

Pembahasan diawali dengan penetapan domain, ruang 

parameter, dan asumsi regularitas kernel. Selanjutnya 

dibahas representasi lokal fungsi semi-analitik, 

formulasi operator integral berparameter, serta analisis 

sifat dasar operator yang meliputi kesahihan (well-

definedness) dan keterukuran sebagai landasan untuk 

menganalisis preservasi struktur semi-analitik pada bab 

berikutnya. 

4. BAB 4 : PRESERVASI STRUKTUR SEMI-ANALITIK 
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Bab ini memuat hasil penelitian dan pembahasan. 

Analisis diawali dengan pembuktian keterukuran dan 

integrabilitas fungsi hasil transformasi operator integral 

berparameter. Selanjutnya dianalisis hubungan antara 

regularitas kernel dan sifat fungsi hasil transformasi. 

Pembahasan kemudian dilanjutkan dengan analisis 

kondisi-kondisi yang menjamin preservasi struktur 

semi-analitik melalui representasi graf fungsi, 

pembuktian teorema utama, serta penerapan kondisi 

cukup yang diperoleh. Hasil yang diperoleh kemudian 

dibahas dalam perspektif analisis riil, teori operator 

integral, dan geometri analitik riil. 

5. BAB 5 : PENUTUP 

Bab ini memuat kesimpulan yang diperoleh 

berdasarkan hasil penelitian serta saran untuk 

pengembangan penelitian lebih lanjut yang berkaitan 

dengan operator integral, fungsi semi-analitik, maupun 

struktur geometris yang lebih umum. 
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BAB V 

PENUTUP 

5.1. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil studi literatur dan analisis mendalam 

yang telah dipaparkan pada bab-bab sebelumnya, dapat ditarik 

kesimpulan yang menjawab seluruh rumusan masalah 

penelitian sebagai berikut: 

1. Hubungan antara regularitas kernel dan sifat fungsi hasil 

transformasi ditunjukkan melalui pewarisan regularitas 

dari kernel kepada fungsi hasil transformasi melalui 

operator integral berparameter 

(𝑇𝑓)(𝑥, 𝑝) = ∫𝐾
𝑌

(𝑥, 𝑦, 𝑝)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑌(𝑦). 

Kekontinuan fungsi hasil transformasi diperoleh melalui 

Teorema Konvergensi Terdominasi Lebesgue, sedangkan 

diferensiabilitas terhadap variabel keluaran dan parameter 

diperoleh dengan diferensiasi di bawah tanda integral di 

bawah kondisi dominasi yang sesuai. Lebih lanjut, apabila 

kernel memenuhi kondisi analitik lokal berupa estimasi 

terhadap seluruh turunan 

∣∣𝜕𝑧
𝛼𝐾(𝑧, 𝑦)𝑓(𝑦)∣∣ ≤ 𝐶𝑄𝐺𝑄(𝑦)

𝛼!

𝑅𝑄
∣𝛼∣, 

untuk setiap kompak 𝑄 ⋐ 𝑈, maka fungsi hasil 

transformasi memenuhi estimasi turunan analitik dan 
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merupakan fungsi analitik riil pada 𝑈. Dengan demikian, 

regularitas analitik kernel yang disertai kondisi dominasi 

yang sesuai memberikan syarat cukup bagi analitisitas 

fungsi hasil transformasi. 

2. Keterukuran dan integrabilitas fungsi hasil transformasi 

diperoleh dari keterukuran kernel, keterukuran fungsi 

masukan, serta kondisi integrabilitas dan dominasi yang 

ditetapkan pada operator integral. Kondisi tersebut 

menjamin bahwa integral 

(𝑇𝑓)(𝑥, 𝑝) = ∫𝐾
𝑌

(𝑥, 𝑦, 𝑝)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑌(𝑦) 

terdefinisi dengan baik untuk variabel keluaran dan 

parameter yang ditinjau. Selain itu, keterukuran Lebesgue 

gabungan fungsi integran memungkinkan diperolehnya 

keterukuran fungsi hasil transformasi, sedangkan dominasi 

oleh fungsi yang integrabel menjamin integrabilitasnya. 

Hasil ini menjadi dasar untuk menerapkan Teorema 

Konvergensi Terdominasi Lebesgue serta diferensiasi di 

bawah tanda integral pada analisis regularitas fungsi hasil 

transformasi. 

3. Kondisi yang menjamin preservasi struktur semi-analitik 

diperoleh dengan menggabungkan representasi lokal 

fungsi semi-analitik dan syarat cukup analitisitas fungsi 

hasil transformasi. Berdasarkan dekomposisi hingga 

domain integrasi menjadi sel-sel semi-analitik, fungsi 
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masukan semi-analitik dapat direpresentasikan secara 

lokal oleh fungsi analitik pada setiap sel. Operator integral 

kemudian dapat dituliskan sebagai jumlah hingga 

kontribusi integral pada masing-masing sel. Dengan 

menerapkan syarat cukup pada analitisitas kernel dan 

kondisi dominasi yang sesuai, setiap kontribusi integral 

merupakan fungsi analitik riil. Karena jumlah kontribusi 

tersebut berhingga, fungsi hasil transformasi 𝑇𝑓 juga 

merupakan fungsi analitik riil. Selanjutnya, dengan 

merepresentasikan graf 𝑇𝑓sebagai himpunan nol dari 

fungsi riil analitik 

𝐻(𝑧, 𝑡) = 𝑡 − (𝑇𝑓)(𝑧), 

diperoleh bahwa graf 𝑇𝑓merupakan himpunan semi-

analitik. Oleh karena itu, pada domain keluaran yang 

memenuhi asumsi semi-analitik yang ditetapkan, 𝑇𝑓 

merupakan fungsi semi-analitik. Dengan demikian, 

penelitian ini menghasilkan kondisi cukup yang menjamin 

bahwa operator integral berparameter mempertahankan 

struktur semi-analitik fungsi masukan. Kondisi tersebut 

mencakup keterukuran dan integrabilitas yang diperlukan, 

regularitas analitik kernel terhadap variabel keluaran dan 

parameter, kondisi dominasi terhadap turunan kernel, 

kekompakan domain integrasi, serta representasi lokal 

fungsi masukan semi-analitik. 
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5.2. Saran 

Berdasarkan hasil penelitian dan batasan yang telah 

ditetapkan, beberapa saran untuk penelitian selanjutnya adalah 

sebagai berikut. 

1. Memperluas kelas domain dan kernel yang digunakan 

dalam penelitian, khususnya dengan mengkaji apakah 

kondisi cukup preservasi struktur semi-analitik masih 

dapat diperoleh pada domain integrasi yang tidak kompak 

atau pada kernel dengan tingkat regularitas yang lebih 

lemah.  

2. Mengkaji pelemahan kondisi dominasi turunan kernel 

pada Teorema 4.2.3. Penelitian selanjutnya dapat mencari 

kondisi cukup yang lebih umum atau lebih lemah yang 

tetap menjamin pertukaran diferensiasi dan integrasi serta 

analitisitas fungsi hasil transformasi.  

3. Mengembangkan preservasi ke kelas fungsi yang lebih 

umum, seperti fungsi subanalitik atau fungsi yang 

definabel dalam struktur o-minimal. Hal ini dapat 

memperluas kajian mengenai hubungan antara operator 

integral dan struktur geometris fungsi. Arah ini juga sejalan 

dengan batasan penelitian saat ini yang belum mencakup 

kelas-kelas tersebut.  

4. Mengkaji operator integral dengan struktur yang lebih 

umum, misalnya dengan ruang domain dan ruang 
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parameter berdimensi lebih tinggi, sehingga dapat 

diketahui sejauh mana kondisi cukup yang diperoleh dalam 

penelitian ini dapat diterapkan pada kerangka yang lebih 

luas.  

5. Mencari contoh dan kontra-contoh untuk menguji 

ketajaman kondisi cukup yang telah diperoleh. Kajian 

tersebut dapat membantu menentukan bagian-bagian 

asumsi yang benar-benar diperlukan dalam pembuktian 

dan bagian yang masih dapat diperlemah. 
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