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SIFAT-SIFAT P-GRUP DAN P-SUBGRUP SYLOW

Oleh : Lia Setyawati (08610036)

ABSTRAK

Diberikan suatu grup berhingga G. Jika setiap elemen G berorder pangkat
dari suatu bilangan prima p, maka G dinamakan p-grup. Sifat-sifat p-grup pada
skripsi ini yang pertama adalah G merupakan p-grup jika dan hanya jika order G
merupakan pangkat dari suatu bilangan prima p. Sifat p-grup yang lain memiliki
hubungan dengan konjugat dan center dari p-grupnya. Jika G adalah p-grup dan
a € G maka aGa~! merupakan konjugat dari G, sebarang konjugat dari G adalah
p-grup. Center dari G adalah himpunan elemen G yang komutatif dengan semua
elemen G, jika G adalah p-grup maka center dari G pasti nontrivial.

Jika ditemukan subgrup maksimal yang merupakan p-grup pada suatu
grup berhingga, maka subgrup tersebut dinamakan p-subgrup Sylow. Misalkan H
grup yang berorder p”m untuk suatu r € Z, m € Z*, p bilangan prima serta p dan
m relatif prima, maka H memiliki subgrup yang berorder p* dimana 0 <i <7,
pernyataan tersebut lebih dikenal dengan istilah Teorema Sylow I. Sifat p-subgrup
Sylow yang dapat diambil dari Teorema Sylow I adalah jika subgrup dari H tepat
memiliki order p”, maka subgrup tersebut merupakan p-subgrup Sylow. Sifat p-
subgrup Sylow yang lain memiliki kaitan dengan subgrup normal, yakni P satu-
satunya p-subgrup Sylow dari H jika dan hanya jika P subgrup normal dari H.

Kata kunci : bilangan prima, p-grup, p-subgrup Sylow, teorema Sylow.

xiii



BAB I
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Pada umumnya orang beranggapan bahwa matematika hanya berkenaan
dengan perhitungan-perhitungan yang berkutat pada bilangan yang dilakukan
berdasarkan rumus atau aturan-aturan tertentu. Anggapan seperti ini tidak
sepenuhnya benar karena hampir semua cabang matematika, salah satunya aljabar
yang memfokuskan pembahasannya tidak pada perhitungan, tetapi pada
pengembangan konsep yang menggunakan penalaran deduktif yaitu
pengembangan konsep dasar untuk memperoleh prinsip-prinsip yang berupa
teorema '. Aljabar dalam matematika dapat dipilah menjadi beberapa kategori
berikut ini: aljabar dasar, aljabar abstrak, aljabar linear, aljabar universal, dan
aljabar komputer >. Salah satu yang dipelajari oleh penulis dalam perkuliahan
adalah aljabar abstrak. Aljabar abstrak sendiri merupakan bidang subjek

matematika yang mempelajari struktur aljabar, seperti grup, ring, lapangan (field),

modul, ruang vektor, dan aljabar lapangan”.

Salah satu yang dipelajari dalam aljabar abstrak adalah teori grup. Grup
adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu operasi biner dan
memenuhi aksioma-aksioma grup. Materi teori grup yang telah didapatkan

penulis selama menempuh perkuliahan adalah mengenai konsep grup, grup

' Sukirman, Pengantar Aljabar Abstrak, (Malang : penerbit Universitas Negeri Malang, 2005,
Edisi I), hal. ii

* Wikipedia, 4ljabar, diunduh dari http://id.wikipedia.org/wiki/Aljabar pada tanggal 3 Maret 2012,
pukul 16.47 WIB

* Wikipedia, Abstract algebra, diunduh http://en.wikipedia.org/wiki/Abstract algebra pada tanggal
3 Maret 2012, pukul 17.02 WIB
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permutasi, grup siklik, subgrup, koset, teorema Lagrange, subgrup normal, grup
faktor dan homomorfisma. Salah satu contoh grup yang menarik untuk dipelajari
adalah grup berhingga. Misal G grup dan a € G, banyaknya elemen dalam G
disebut order grup G sedangkan order elemen a (dinotasikan dengan o (a)) adalah
bilangan bulat positif terkecil katakan k, sedemikian sehingga a* = e, e elemen
identitas G. Jika suatu grup mempunyai order yang berhingga maka disebut grup
berhingga. Salah satu contoh grup berhingga adalah grup yang berorder prima
(grup yang memiliki elemen sebanyak suatu bilangan prima tertentu). Teorema
Lagrange memiliki kaitan dengan order dalam grup berhingga.

Teorema Lagrange adalah salah satu teorema fundamental dalam teori
grup, yang menyatakan bahwa jika G suatu grup berhingga dan H subgrup dari G
maka order subgrup H membagi habis order grup G. Berarti, banyaknya elemen H
membagi habis banyaknya elemen G. Teorema Lagrange sangat berguna untuk
menganalisa suatu grup berhingga, yaitu untuk memberi gambaran tentang adanya
subgrup dengan kemungkinan order subgrup dari suatu grup berhingga. Misalkan
suatu grup memiliki order 30, maka subgrupnya tidak mungkin berorder 4, 7, 8, 9,
11, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28 dan 29. Misalkan
m adalah suatu bilangan bulat positif yang membagi order grup G, apakah grup G
tentu memiliki subgrup yang berorder m? Apakah konvers teorema Lagrange

berlaku untuk sebarang grup berhingga?

Salah satu contoh grup yang menarik untuk dikaji adalah himpunan
bilangan bulat modulo n (Z,, +). Telah diketahui bahwa Z, adalah grup siklik.

Contoh Zi, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, Z;, memiliki order 12. Menurut



konvers dari teorema Lagrange, kemungkinan order subgrup-subgrup dari Z;,
dapat dicari melalui faktor-faktor order Z,,. Faktor-faktor order Z;, adalah 1, 2,

3,4, 6dan 12.

J Subgrup Z1, yang berorder 1 = {0}

o Subgrup Z1, yang berorder 2 = {0,6}

o Subgrup Z,, yang berorder 3 = {0,4,8}

o Subgrup Z,, yang berorder 4 = {0,3,6,9}

° Subgrup Z;, yang berorder 6 = {0,2,4,6,8,10}

. Subgrup Z1, yang berorder 12 = Z,

Dikarenakan terdapat subgrup yang berorder 1,2,3,4,6 dan 12 dari Z;, maka

konvers dari teorema Lagrange berlaku pada Z,.

Ternyata konvers dari teorema Lagrange itu tidak selalu benar. Counter
example, A, (grup alternating berderajat 4) adalah subgrup dari S, dimana
elemen-elemennya dapat dibentuk ke dalam sebuah transposisi (sebuah cycle

dengan panjang 2) dan banyaknya transposisi adalah genap.
A, = {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (134), (143), (234), (243), (124), (142)}

Grup A4 memiliki order 12. Kemungkinan A, memiliki subgrup yang berorder 1,
2, 3,4, 6 dan 12. Setelah diselidiki ternyata A, hanya memiliki subgrup yang

berorder 1, 2, 3, 4 dan 12 saja.

o Subgrup dari A4 yang berorder 1 adalah {(1)}

) Subgrup dari A, yang berorder 2 adalah {(1), (12)(34)},{(1), (13)(24)}



dan {(1), (14)(23)}
. Subgrup dari A, yang berorder 3 adalah {(1), (123), (132)},{(1), (134)

(143)},{(1),(234),(243)} dan {(1), (124), (142)}
o Subgrup dari A, yang berorder 4 adalah {(1),(12)(34),(13)(24),
(14)(23)}

o Subgrup dari A4 yang berorder 12 adalah A,

Berdasarkan uraian diatas, A, tidak memiliki subgrup yang berorder 6, sementara

612 *.

Konvers teorema Lagrange secara keseluruhan tidak berlaku dalam grup
berhingga, namun dapat dipenuhi pada teorema Sylow. Teorema Sylow I
menjelaskan, misalkan G grup berhingga yang berorder p”m dimana p suatu
bilangan prima, r € Z,m € Z* dan p & m relatif prima, maka G memiliki subgrup

yang berorder p¥, untuk semua k, 0 < k < r.

Grup A, memiliki order 12 sehingga |4,| = 12 = 22.3 = 31.4. Dilihat
dari bunyi teorema Sylow I, maka A, memiliki subgrup yang berorder (ketika
p=2)20=1,2' =2,22 = 4 dan (ketika p = 3) 3° = 1,3! = 3. Dikarenakan
A, memiliki subgrup yang berorder 1,2,3 dan 4 maka konvers teorema Lagrange

berlaku pada A, dalam teorema Sylow 1.

N Wikipedia, Lagrange’s theorem (group theory), diunduh dari
http://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange's_theorem_ (group theory) pada tanggal 3 Maret 2012,
pukul 22.22 WIB
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Sebelum menjelaskan alasan penulis mengkaji p-subgrup Sylow, terlebih
dahulu dijelaskan alasan mengkaji p-grup. Definisi p-grup adalah grup yang
setiap elemennya memiliki order p" dengan p suatu bilangan prima dan n € Z.
Contoh, Zs = {0,1,2,3,4} adalah grup dengan operasi penjumlahan modulo 5
dengan °(0)=1=5%(1)=5=5%0(2)=5=5'3)=5=5'0(4)=5=5,
dikarenakan semua order elemen Zs berbentuk 5" untuk suatu n € Z maka Zs
merupakan 5-grup. Order Zs juga berbentuk 5™ untuk suatu m € Z, yakni,
|Zs| = 5 = 5, sehingga muncul pertanyaan apakah setiap order p-grup dan order
setiap elemen p-grup memiliki kesamaan yaitu sama-sama merupakan pangkat
suatu bilangan prima p. Hal ini yang melatarbelakangi penulis untuk mengkaji

lebih dalam tentang p-grup beserta sifatnya.

Definisi p-subgrup Sylow adalah subgrup maksimal (subgrup yang tidak
termuat pada subgrup lain) dari suatu grup yang setiap elemennya memiliki order
p™ dengan p suatu bilangan prima dan n € Z. Contoh p-subgrup Sylow dari A4
adalah A" = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, dikarenakan o ((1)) =1 = 2°,
o ((12)(34)) =2 =20 ((13)(24)) =2 = 2! dan o ((14)(23)) = 2 = 2! schingga
A" adalah 2-subgrup Sylow dari A, dimana |A'| =4 = 22. Dilihat dari
|A4] = 22.3 dan |A'| = 2% maka muncul suatu pertanyaan apakah setiap grup
yang berorder p"m dimana p suatu bilangan prima, r € Z,m € Z* dan p & m
relatif prima, maka subgrup yang berorder p” merupakan p-subgrup Sylow dari
grup tersebut. Hal ini yang melatarbelakangi penulis untuk mengkaji lebih dalam

tentang p-grup Sylow beserta sifatnya.



1.2 Batasan Masalah

Pembatasan masalah dalam suatu penelitian sangatlah penting, guna
menghindari kesimpangsiuran terhadap objek dari suatu penelitian dan untuk
membantu penulis lebih fokus dan terarah sesuai dengan tema penelitian. Sesuai
latar belakang masalah maka skripsi ini akan difokuskan pada pembuktian
teorema Sylow, sifat-sifat p-grup dan p-subgrup Sylow serta dikaji pula beberapa
aplikasi teorema Sylow.
1.3  Rumusan Penelitian

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan
diatas, maka dirumuskan permasalahan sebagai berikut:
1. Bagaimanakah konsep dari p-grup?
2. Bagaimanakah konsep dari p-subgrup Sylow?

3. Bagaimanakabh sifat-sifat yang dimiliki oleh p-grup dan p-subgrup Sylow?

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Mengkaji tentang konsep dari p-grup

2. Mengkaji tentang konsep p-subgrup Sylow

3. Mengkaji tentang sifat-sifat yang berlaku pada p-grup dan p-subgrup
Sylow.

1.5  Manfaat Penelitian
Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, antara lain

sebagai berikut:



l. Memberikan pengetahuan tentang konsep p-grup
2. Memberikan pengetahuan tentang konsep p-subgrup Sylow
3. Memberikan pengetahuan tentang sifat-sifat yang berlaku pada p-grup dan

p-subgrup Sylow
4. Memberikan salah satu gambaran bahwa ternyata pengembangan konsep

aljabar abstrak khususnya tentang grup masih sangat luas.
1.6  Tinjauan Pustaka

Penelitian yang ditulis oleh saudari Rizky Susti Ningrum, mahasiswi IPB
yang berjudul “Analisis Periodik pada Faktorisasi Grup Abelian dengan Order 3°,
3* dan 3°” telah menginspirasi penulis . Masalah yang dibahas di dalam
penelitian tersebut adalah menganalisis faktorisasi grup abelian pada beberapa
3-grup dengan order 3°, 3* dan 3° dan 3-grup sendiri merupakan contoh dari
p-grup dengan p = 3. Pada penelitian tersebut hanya dijelaskan definisi p-grup
dan contoh-contohnya, dimana sifat-sifat yang ada kaitannya dengan p-grup
belum dijelaskan, sehingga penulis terinspirasi untuk mengkaji p-grup beserta
sifat-sifatnya lebih dalam.

Penelitian lain yang ditulis oleh saudari Ratna Mei Hastuti, mahasiswi
UGM yang berjudul “Penerapan Teorema Sylow pada Grup Solvable” pun
memiliki andil dalam inspirasi yang didapat penulis. Penelitian tersebut
membahas tentang aplikasi teorema Sylow pada grup solvable. Pembuktian

teorema Sylow yang dijelaskan pada penelitian tersebut semuanya menggunakan

® Skripsi yang berjudul Analisis Periodik pada Faktorisasi Grup Abelian dengan Order 3°, 3*, dan
3’ diunduh dari http://repository.ipb.ac.id/handle/123456789/48364 pada tanggal 22 Februari
2012, pukul 21.06 WIB



http://repository.ipb.ac.id/handle/123456789/48364

kelas konjugasi sedangkan penelitian yang dilakukan penulis untuk membuktikan
teorema Sylow menggunakan 2 jalur, yaitu kelas konjugasi dan grup aksi. Pada
penelitian penulis, teorema Sylow I dibuktikan dengan menggunakan kelas
konjugasi sedangkan teorema Sylow II dan III dibuktikan dengan menggunakan
grup aksi. Digunakan grup aksi karena untuk mempersempit batasan yang
dibahas. Pada penelitian tersebut hanya menjelaskan definisi p-subgrup Sylow
sehingga penulis terinspirasi untuk mengkaji p-subgrup Sylow beserta sifat-sifat
yang dimiliki p-subgrup Sylow.

Penulisan penelitian ini mengacu pada literatur utama yang bersumber dari
buku yang ditulis oleh D. S. Malik, J. N. Mordeson dan S. K. Sen, buku tersebut
membahas tentang kelas konjugasi, teorema Cauchy, p-grup, teorema Sylow yang
sekaligus p-subgrup Sylow dan aplikasi teorema Sylow. Buku dari D. S. Dummit
dan R. M. Foote, J. A. Gallian, I. N. Herstein ikut andil dalam memberikan
penjelasan untuk landasan teori penelitian ini.

Selain tinjauan pustaka yang telah digambarkan di atas masih ada referensi
lain yang digunakan oleh penulis yang berupa buku-buku lain ataupun situs

internet sebagai referensi pelengkap guna menunjang kelengkapan penelitian.
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BAB YV
PENUTUP
5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil studi literatur yang telah penulis lakukan mengenai

p-grup dan p-subgrup Sylow, maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut :

1. p-grup adalah grup yang setiap order elemennya merupakan pangkat dari
suatu bilangan prima p, sedangkan p-subgrup adalah suatu subgrup yang
merupakan p-grup.

2. p-subgrup Sylow adalah p-subgrup dari suatu grup yang tidak termuat
dalam p-subgrup lain dari grup tersebut. Jadi p-subgrup Sylow adalah
p-subgrup maksimal dari suatu grup.

3. 3.1 Sifat-sifat p-grup :

3.1.1 G merupakan p-grup jika dan hanya jika |G| = p* untuk suatu
k € Z.

3.1.2 Center dari p-grup adalah nontrivial.

3.1.3 Jika G grup yang berorder p? maka G abelian.

3.1.4 Jika P merupakan p-grup maka sebarang konjugat dari P
merupakan p-grup.

3.1.5 Misalkan H 2 G. Jika H dan G/H kedua-duanya merupakan

p-grup maka G merupakan p-grup.
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3.2 Sifat-sifat p-subgrup Sylow :

3.2.1 Untuk setiap p bilangan prima, grup berhingga G memiliki
p-subgrup Sylow.

3.2.2 Misalkan G grup yang berorder p”m dimana p suatu bilangan
prima, r € Z,m € Z*,p & m relatif prima dan H < G, maka H
merupakan p-subgrup Sylow dari G jika dan hanya jika
|H| =p".

3.2.3 Jika P merupakan p-subgrup Sylow maka sebarang konjugat
dari P merupakan p-subgrup Sylow.

3.2.4 P satu-satunya p-subgrup Sylow dari G jika dan hanya jika

P=qG.

Saran-saran

Berdasarkan pada proses penelitian yang telah penulis lakukan, maka

dapat disampaikan beberapa saran berikut :

Penelitian ini hanya dibatasi pada pembahasan mengenai sifat-sifat p-grup
dan p-subgrup Sylow, diharapkan ada penelitian lebih lanjut untuk
mengaplikasikan sifat-sifat p-grup dan p-subgrup Sylow yang telah ada.

Penelitian ini juga hanya membahas gambaran kecil tentang aplikasi
Teorema Sylow pada grup sederhana, sehingga dimungkinkan dilakukan
penelitian lebih mendalam tentang aplikasi Teorema Sylow pada grup

sederhana atau mengaplikasikan Teorema Sylow pada grup lain.
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Demikian saran-saran yang dapat disampaikan oleh penulis. Semoga
skripsi ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk mengembangkan lebih
lanjut tentang sifat-sifat p-grup dan p-subgrup Sylow khususnya, dan konsep

aljabar abstrak pada umumnya.
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